ἱστορία των Μαθηματικών 


κ ΟΡρΘΠσΟοιΓ565.αιΙΠ.ΟΓ/πιοαμµἱεδ/οοι[5ε αεδοήρίίοη 


Πληροφορίες 


Περιεχόμενο µαθήµατος 


Περιεχόμενο µαθήµατος 


» Εισαγωγή. Τα Μαθηματικά των αρχαΐων Αιγυπτίων καιτων Βαβυλωνίων. 
» Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 

5 Αρχιμήδης. 

ο Διόφαντος και Αραβικά Μαθηματικά. 
Μαθηματικά στην Αναγέννηση. 

5 Οι αρχἑέςτου Απειροστικού Λογισμού. 

» Κλασσική Άλγεβρα. 

ο Εμ]αι και σαιςς. 

5 Αφηρημένη Άλγεβρα. 

Γραμμική Άλγεβρα. 

5 Περιήγηση στην Ἱστορία της Στατιστικής. 
. Τα 23 προβλήµατατου ΗΠροτί. 


Διδάσκοντες 

Διδάσκοντες 

Διδάσκουσα: 

Χαρά Χαραλάμπους, Καθηγήτρια 
Βιογραφικό: 


ΠΠρ://ας5εις.αα{Π.στ/ -Παγα/ον στεε].ράξ 


Ομάδα ανάπτυξης περιεχοµένου - Επεξεργασίἰα Υλικού: 


Αναστασία Γρηγοριάδου 
Προαπαιτούµενα 


Προαπαιτούμενα 


Το µάθηµα απαιτεί οι φοιτητές να έχουν αποκτήσει το μαθηματικὀ υπόβαθρο που θα 
τους επιτρέψει να κατανοήσουν την εξέλιξη των μαθηματικών. Ειδικότερα οι φοιτητές 
πρέπει να ἐχουν έρθει σε επαφή µε τα μαθηματικές έννοιες που καλύπτονται στα 
µαθήµατα κορμού ενὸς τυπικού προγράµµατος σπουδών στα μαθηματικἀ. 


Μαθησιακοί στόχοι 


Μαθησιακοί στὀχοι 


Γενικὲς Ικανότητες: 


» Εφαρμογή της γνώσης στην πράξη. 

» Προσαρμογἡ σε νἑες καταστάσεις. 

ο Λήψη αποφάσεών. 

 Ομαδικἠἡ εργασία. 

ο Σεβασμὸς στη διαφορετικότητα και στην πολυπολιτισµικότητα. 

. Επίδειξη κοινωνικής, επαγγελµατικἠς και ηθικής υπευθυνότητας και ευαισθησίας 
σε θέµατα φύλου. 

ο Ἀσκηση κριτικἠς και αυτοκριτικἠής. 

ο Προαγωγή της ελεύθερης, δηµιουργικἠς και επαγωγικἠς σκέψης. 


Μέθοδοι διδασκαλίας 


Μέθοδοι διδασκαλίας 


Παρακολούθηση Διαλέξεων. 
Μέθοδοι αξιολόγησης 


Μέθοδοι αξιολόγησης 


. Εξετάσεις. 
» 2 Πρόοδοι ελέγχου των γνώσεων. 
ο Παλαιότερα θέµατα εξετάσεων/προόδων. 


Προτεινόμενα συγγράµµατα 


Προτεινόμενα συγγρἀάµµατα 


1. ζα1ἱ Β. Βοήοτ; Ὀῖα 6. ΜετΖραςΗ, Η ιστορία των Μαθηματικών, Εκδόσεις 
Πνευματικός Γ. Α., 19907. 
ο. Ὀϊτικ οιταῖ], Συνοπτικἡ ιστορία των μαθηματικών, Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


Κρήτης, 2014. 


Βιβλιογραφία 
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Βιβλιογραφία 


1. (α1ἱ Β. Βοήοτ; Ὀῖα 6. ΜετΖραςΗ, Η ιστορία των Μαθηματικών, Εκδόσεις 


Πνευματικός Γ. Α., 19907. 
ο. Ρὶτκ οἰγη]]ς, Συνοπτικἠ ιστορία των μαθηματικών, Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 5008. 


Κρήτης, 2014. 
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ποὺ ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
Γκ ῥ) ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
πας ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


αν 


ἱστορία των Μαθηματικὠν 


Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα Μαθηματικά των 
αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΠΓΡΑΜΜΑ . 
ο μὰἡ ΚΑΙ κά ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
007-208 (ος) 
ΞΞΙΕΑΠ πρόγραμμα για την 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΕΥΡΩΠΑΙΚΟ Κ Ὃ που ΒΥ σΑβ 
(ΗΒ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


ΕυρωπαϊκήἘνωση ᾖὉ ΔΙ Ἠ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο αὶ ω --- 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικὠν 


Ενότητα 1.1: Εισαγωγή. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ -- 
ο μὰἡ ΚΑΙ ΔΙΑ . ΜΑΘΗΣΗ «ΕΣ ΠΑ 
σσ 0).20 (ος) 
ΕΞΕΕΕΙΙΠΙΙ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΕΥΡΩΠΑΙΚΟ οσο αα ΒΥ σΑβ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευ, Ἴαϊκό Κο ὁ Ταμείο 
π- ἨΕἍ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
------α- 


ὧε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ - ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο“ 9227 --------- 


ὧωα Εισαγωγή. 
ως Τα Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων. 
ω« Τα Μαθηματικά των Βαβυλωνίων. 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
Λίο. ἹἼἦ{ἦ{ἵἦὤὅὕὤἦὤὉ 


« Παρουσίαση της γενικής εικόνας για το επίπεδο της 
μαθηματικής γνώσης στους αρχαίους πολιτισμούς της 
Αιγύπτου καιτης Μεσοποταμίας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ην 


ως Ν 
( α «Ἡο 
Π Φε) Ἆ Αλ 


Εξέλιξη 
Ἱ..----μ--ᾱ---....... 


ωα Γή -» Δημιουργία: πριν απὀ 4.54 δισεκατομμύρια 
(4.54χ102) χρόνια. 


αι Ανθρωποειδή -ὂ πριν απὀ 2 εκατομμύρια (2Χ1068) χρόνια. 


ὧωα Φωτιά -» ανακαλύφθηκε πριν απὀ 790.000 (7.9χ102) 
χρόνια. 


Φα ΗΟΠΙΟ ς«αρίθης -ὁ υπάρχει εδω και 200.000 (2χ102) 
χρόνια. 


Τα πρὠτα μαθηματικά, πὀτε χρονολογούνται; 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Τι είναι μαθηματικά (/); 


------ᾱ-.....».. 


“Μαϊπαηιαϊίος ἰς ἴμθ ςἴιαγ οἵ απαἰορίςς 
Ὀαΐννθςη απα|ορίθς. Α/ἱ «εἰθηςε ἰς. 
5οἱθηῖίςῖς νναηῖϊ ἴο 5Ώονν ἴμαϊ ΓΠίηρς ἴ[αϊ 
αοι’ἵ |οοΚ α[ίκα αΓ6 Γ6αΙΙΥ ἴμθ «8Π16. Τηαϊ 
50ηγα Κονᾶ|ενςΚκαγα (1550-1831) ἰς οπθ οἵ {Παίγ ἱππθγπιοσί ΕΓθιιαίαη 
Εικόνα 1 πιοϊίναϊίοης. ΙΓ [αεἳ, ταϊ ἵς ννηαῖϊ ννθ 
ΠΙΘᾶΗ ὈΥ μπαειςϊαπαἰηρ.” 
(ἰβη-(3Γἱο βοϊα (1933-1999) 


Ι ἰς ἱπιροςςίρ[6 ἴο ϱ6 ἃ 
ΠιαϊΠηθηιαϊἰσείαη ννἰϊπουϊ Ὀαίΐηρ ἃ 
ροοῖ ἰη 5οι/|. 


Εικόνα 2 
Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Ἑ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Τι είναι μαθηματικά {1}; 
σσ ω ---- 


Οι εγκοπές σε κόκκαλα δείχνουν Κόκκαλο Ιςῃαηρο (ραπάα-(οηρο) 
μαθηματική σκέψη; 20.000 (2χ103) 


τς ΜΠ ων 


Εικόνα 4 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


4, Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο πἀάπυροςτου ΕΠίπα 


Εικόνα 5 
ο. Στην Αίγυπτο βρέθηκε ο πάπυροςτου ΒΠίπα ("1650 π.Χ.) που περιέχει 
προβλήματα μαθηματικής φύσης (µετις λύσεις τους). 
». Αγοράσθηκε απὀτον Σκωτσέζο ΒΗϊπά το 1858. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


10 


Ο πἀάπυροςτης Μόσχας 
σα -- 


Στην Αίγυπτο επίσης βρέθηκε ο πάπυροςτης Μόσχας (”1600π.Χ.) 
Βρίσκεται στο Μουσείο Καλών Τεχνών της Μόσχας απὀ το 41893 μ.Χ. 

Ο ὀγκοςτης αποκομµένης 1 

Πυραμίδας: μμ. α) 6(27 4” -2:4) - 56 


6 

Ὀ ες --ε 
: ἁ 6πτπέ ο 
ην αι ποά «Β Ελ βοά ΙΣΤ 
μα. μι Ἕ αρα σ--ᾱ 
Π  βι τη Ξ ο. 
Πλϊ πμ πς ὴ ΙΛ. Ὁίνκ- 9 

/ 

Εικονα 6 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης ο ΜΗ 


Πανεπιστήµιο 


Σφηνοειδής γραφή (1) 


3000 π.Χ. ΝΒ(ς5Θ28 (Εικόνα 7) 


Την ίδια εποχή και ίσως και νωρίτερα στη Μεσοποταμία κατέγραφαν 
μαθηματικά σε Πήλινες πλάκες µε τη Σφηνοειδή γραφή. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


12 


Σφηνοειδής γραφή (2) 


| 
Τµήµα Μαθηματικών 


Η πλάκα του Ρ/ἱπιρῖοη 


Εικόνα 9 
Στη Μεσοποταμία βρέθηκε και η πλάκα του ΡΙἰπιρῖοη (1700 π.χ.). 
Οι στήλες δίνουν τριάδες του Πυθαγόρα (πολύ πριν τον Πυθαγόρα) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 14 


ον, Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
«ηλ Θεσσαλονίκης 


Μεσοποταμία 
Ἴἔὁ ...Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἄ.Ἴ.. 


Υαἱθ Βαγ]οπίαη «οἱδοῖίοη 1800 π.Χ. 


Εικόνα 11 


Εικόνα 10 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 15 


ῤ |. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Αρχαίοι Μαθηματικοί 
---.-----ᾱ--....... 


«ε Πως παρίσταναν τους αριθμούς οι αρχαίοι Μαθηματικοί; 


« Μετι είδους προβλήματα ασχολούνταν οι αρχαίοι 
Μαθηματικοί; 


ὧα Τι είδους γνώσεις εἰχαν; Τι αποδείξεις είχαν; 


«ως Πως έγραφαν μαθηματικούς ὀρους και τύπους οι αρχαίοι 
Μαθηματικοί; 


«α Χρονολογίες για αρχαία Ελληνικά Μαθηματικά; 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ἱερατική γραφή Αιγυπτίων 
---..---μ----...----- 


Εαγρίίαη Πἰθγαϊίο ΠΙΙΠΊΘΓαΙ5 (πιαπεγιαίίσΒἰ ρ8ργΠῦ5, ο. 1600 Βο) 


υπής | 
ἴθης Λ 
Πωπαά(θα5 -.. 
Ώπουςαπας [ 
1θη5 οί Ί 
Ίπουβδαπας 


Πιπαγεάς οί “2 
Ὀπουδβηάς 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ΝΕ ὃν 2 ΞΞυ 


38 


ος 
ν ξ- 
ς -ᾱ -« ὅ 
-5 


Τα νούμερα στην ιερατική 
γραφή των αρχαίων 
Αιγυπτίων. 


2005 Εποψο]ορδεάί3 Εγαηπίσ, πο. 


Εικόνα 12 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


17 


ἔρππωνν Αριστοτέλειο 
ας Ἂ 


Αριθμοί στη Βαβυλωνία (1) 


1 (και 60) ὃ 


10 90 
ῃ 70ή 1,10 


ἱστορία των Μαθηματικών 


ἡ κ ο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
«ελ Θεσσαλονίκης 


Αριθμοί στη Βαβυλωνία (2) 


Εικόνα 13 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


19 


ἰωνική (αρχαία Ελληνική) αρίθµηση 


αρα ᾖτ Πε [ία ῄο 
δ Τα [4 
τς Τερση ιδ 
τ 

ς 


ς 


εαι 
ἜΊμια [το 
η Ἴοα πδ-- 
ὃ ια το 


Εικονα 14 
συν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 20 
ες . Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Τι είδους µαθηµατικἁ υπήρχαν στην 
Αίγυπτο και Μεσοποταμία; 


--.....--υ----...... 


Οι αρχαίοι μαθηματικοί στην Αίγυπτο και Μεσοποταμία 
μπορούσαν να χειριστούν µε άνεση μαθηματικές 
ποσότητες. Είχαν σίγουρα σημαντικές γνώσεις βασικής 
γεωμετρίας (βλ. κατασκευή πυραμίδων στη αρχαία Αίγυπτο, 
προβλήματα παπύρων, πυθαγὀόρειεςτριάδες στις πλάκες 
των µεσοποταμίων κ.λ.π.). 

Για παράδειγµα είχαν αντιληφθεί ότιτο εμβαδόν και η 
περιφέρειατου κύκλου εξαρτώνται απὀ την ακτίνα του 
κύκλου µέσα απὀ µία βασικἠ σχέση και έδωσαν 
προσεγγίσεις για την ακτίνα του κύκλου! 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2-- 


Τι είναι εμβαδόν; 
-ς9227-------- 


ως Τι εἶναι εμβαδὀν (σύμφωνα µετους αρχαίους 
Αιγυπτίους) Είχαν ορισμό για αυτήν την έννοια; 

α«ε Πως αποδεικνύεται ότιτο εμβαδόν του κύκλου είναι ίσο 
µε µία σταθερά (π) επἰ το τετράγωνο της ακτίνας, ἡ ότι η 
ίδια σταθερά εµφανίζεται και στον τύπο για την 
περιφέρειατου κύκλου; 


«ως Ακόμη πιο απλά πως αποδεικνύεται ότι το εμβαδόν ενός 
τετραγώνου εἶναι ίσο µε το τετράγωνοτης πλευράςτου; 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2. 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼΛΙὕὁ.Ἱ ἹἼἦ{ἦἥἵἥἦὤὅὕὤ,., 


«ως (8Γ|Β. Βογε:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἰγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐύηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/5) 
ο ρϱρϱΓ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

«α Εικόνα 1: '"5οῇα ΜΛαςςι]θννπα ΚονναἰθννςΚκαία 1" ϱΥ ΌηΚποννη - 
Πιίρ://ΑΝννν.ροεἱπρεγίαρεβἰαῖῖ.ε/Πεννςγοοπι/ινίςςδη/αθζεηίΓα|/ννἰςςεπ[|οΚκα 
/8ΓΙ4263,603649. Ιἰεθηςθαά υπαοι ΡμβΙίς ἀοπιαίη νία ΙΛΙκἰπιθαίἁα 6ΟΠΊΠΙΟΗς- 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:5οῄα Λ/αςςΙ]θννηα Κονναἰθννςκα]α 
1.]ρρήπιεαϊανίεννει/ΕἰΙ6:5οβία Λ/αςςΙΙ]θννπα Κονναἰθννςκαία 1.]ρ6 

ωε Εικόνα 2: "ἀἰαῃ-(4Γίο Βοῖα ΡἰαςΚΏοφΓα Νίζζα 1970" Ὀγ ΚοηΓας ]αςοῦς - 
Πτίρ://οννραῦ.π]{ο.ἀε/αεῖϊαΙ[ῥρΠοϊοΙΏΞ3590. Ιἰεθηςθα µΠαεΓ (Γθαϊίνε 
(οπιπιοης Αἰϊγίοιτίοη-5μα{6 Α/Κ 2.0-46 νία ΝΝκΙπιθαία (οπΠΊπιοης - 


εοΠΙΠιοης.Νκἰπιθαία.οΓρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:ἰαπ(αγίο Βοῖα Ρἰαεκροαγαά Νίζζα 
1970.]ρρΗπιεαίανίεννε/ΕἰΙ6:(ἱαη-(8ΓΙο Βοΐα Ὀἰδςκοοαγα Νίζζα 1970.ἱρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/5) 
ο... ὐτ4ςὐϱ--. 


«α Εικόνα 3: 'Ος ἀ'Ιςῃαπρο ΙΒ5ΝΒ” ϱγ Β6η2 - Οννη ννοΓκ. [ἰεθηςθα υηαθ: 
(ιθαῖίνθ 6οπιπιοης Αἰἰγουϊίοη-δηα[θ Αἰίκθ 3.0 νία Μ/Ικἰπιθαία (οπππιοης 
ΠΙ{ρ://οεοπιπποης.ννκἰπιθαἰα.οιρ/ννκΙ/ΕΙΙθ:Ός αθο27Ιςη8ηρο ΙΒ5ΝΒ.ΙΡαΗπιααἰ8 


νίθννει/ΕἰΙ6:Ος α9θ27Ιςῃαηρο ΙΗΞ5ΝΒ.ΙΡα 
Εικόνα 4: ΠΙῖρ://Ννννν.ΠιαϊΏ.ρµ/Παἱο.δι/Πιαα/Απεϊεηῖ-Α{γίςβ/ἰςηαηρο.Πῖπ 


Εικόνα 5: "ΒΠίἰπαά Μαϊμοεηιαϊίςαἰ ΡΑΡΥΓΙς'' ΟΥ Ραι| |απιας (οννίθ 
(ΡΙαπιαςεοννίθ) - 
Πτίρ://Ννννν.αγεηαθοννἰκἰ.ο{ρ/Ιπιαρα:ΒΠίπα Μαϊηεηιαϊίσαι ΡαργΓις.]ρβ. 
Ιίοθηςθα μπας Ριβ]ίο ἀοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΒΠἰπά Μαϊπεηιαϊίσαἱ ΡαργΓιΙς.ΙρΡϱΗ 
πιεαἰανίδνναει/ΕἰΙ6:ΒΠίπα Μαϊπεηιαϊίσαι ΡαΡΥΓΙς.]ρ6 


(ως 
(ως 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/5) 
ας π᾿ἐιυυμµ 


«α Εικόνα 6: "Μοςκοι-ραργΓις' Ὀγ ὑΠΚποννη - 5ἴγυνε, Ναςίᾖ] ναςΙΙ'ονἰξ, απα 
Βογἱς ΤµΓας6ν. 1930. ΜαϊΠαηιαϊίςεῃθί ΡαργΓυς αθς »ἴααϊ[ίεῃμθι Μιςθιπις ἆθί 
5(Πὅπθη Κὐησίθ ἰπ ΜοςΚκαι. Ωιςθ/θη μπα δἵμαίθη Ζζµγ αςεῃἰεῃῖς ἆθί 
Μαϊποαπιαϊίις Αρϊαείίμπρ Α: Ωµα|Ι6εη 1. Βεδγ/ίη: |. 5ρΓίηρ6γ. [οεθηςθα Πας Ριβἱίς 
αοπιαϊη νία Λκίπιθαία (οΠηπιοης -ΠΙϊρ://οοΠππιοης.νἱκἰπιααία.οΓΡ/νν]κί/ΕἰΙ6: 
Μοσκοι-ραργΓις.ΙρρΗπιεαίἰανίδνναι/ΕίΙ6:Μοςκοι-ραργΓιυς.]ρ6 


«αα Εικόνα 7: ΠΙρ://Π.ςἴ]αννι.αοαιι/"απιεινί!|/πιεςοπιαίΏ/ιαβἰεῖς/ΝΒς5Θ828.ΠίΠΙΙ 
ααὲ Εικόνα 8; Πιίρ://Π.ςἴΙαννι.οαι/ "απιθινί{/πιοςοπιαϊη/ταρἰδῖς/ΝΒς5828.ΠΙπΙΙ 
ααὲ Εικόνα 9: 


ΩΙτρ://ἱς8νν.ηνι.οαιι/οχηἰρἰτίοης/Ὀθίογο-ρνίΠᾶροΓας/ἱῖθπις/ριπιρίοη-322 


ὧωε Εικόνα 10: 'Υϱε7289-02-ἴΓαςθά" ϱΥ Υρε7289-0νν.]ρᾳ: ΒΙΗ (αςςεΙπιαπασγίναῖίνθ 
ΜΟΙ: ΡπιιΓΟΟ2Ζ (1α|Κ) - Υρε7289-0νν.]ρᾳ. [ἱοθηςθά μπας (Γθαϊῖνθ (οπΊπΊιοης 
Αιϊγουϊίοη 3.0 νία ΝΝκΙπιθαία (ΟΠΊΠΙΟης - 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/5) 
ο ϱ--.. 


Πίίρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιααἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Υ0ε7289-02- 

ἴγαςθα.ρηβΗπιεαἰανί6ννει/ΕίΙ6:Υ0ε7289-02-ἵγαςθα.ρηρ 

ως Εικόνα 11: 'Ύρε7289-Ρνν''. ΙΙοεθηςθαά ιΠαάςΓ (Γβθαϊῖϊνο (οπηπιοης Αἰϊγοωϊίοη 2.5 
νία ΛΛΙΚΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 
ΠἰΙτρ://εοπΊπιοης.νἱκἰπιααία.οιρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:Υ0ς72890νν.ΙρρΗπιθαἰανίδνναι/Εἰδ:Υ 


0ε72589-0νν.ΙρΡ 


«α Εικόνα 12: Ωἳἱρ://ν νννν.ργἱζαηπίςᾶ.εοΠι/ΕΒεΠεεΚεαά/πιεαἰα/95242/Εργρῖϊθη- 
ΠἱθΓαῖϊἱς-Πιμπιθίαίς 


«ας Εικόνα 13: 'ΒαβγΙοπίβη πιΠιθΓαἰς" ΟΥ οςεΙ|7 - Εἰδ6:ΒαὈγΙοηίαη ΠιΠΊΘΓαίς.ΙρΡ. 


.ἱοθηςθά μπας: (Γθαΐϊνθ (οπιπιοης Αἰιγὶοιυϊίοη-δήαις ΑΙίκε 3.0-2.5-2.0-1.0 νἰα 
ΙΛΙΚκΙπιθαία (οΠπΊιοης 


Πι{ρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιθαίἰα.οΓρ/ινκί/ΕἰΙ6:ΒαΟγΙοηίᾶη ΠΙΠΙΘΓαἱς. 5ν 


ΗπιεαἰανίεννεΓ/ΕΙΙ6:ΒαῦγΙοηίθη ΠΙΠΙΕΓΕΙς.ςνρ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/5) 
ας ρὐρϱρϱἛ-. 


αὲ Εικόνα 14: Πιιρ;//νννννν.Ιο.απιἰεΠ.εσι/ραρνγοἰοργ-εο[/δςῖίοπ/ΠιΠΙΏείς 
(οργτὶρηϊ 


Εχεθρῖϊ ννησΓθ οἴμοιννίςσθ ποῖθα, ἴ[ίς ννοΓκ ἰς ς«ιΟἱαοῖ ἴο α (Γθαϊίνθ 6οπΊπΊοης 


ΑἰἰγομΤίοη 4.0 Ιἱεεηςς. Εο: αἀθῖαἰ]ς απα δοχεθρῖίοης, 566 ἴ[μς ΙΙΌγαιγ (οργγὶρηϊ 
οἰαϊεπηθῃί. 


(22014, Βερεῃῖς ο{ {Π6 Ι)Ππἰνεις!τγ οἱ ΜΙεΠίραη 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Αναφοράς 
-------ω ------ 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα 
Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. Ενότητα 1.1: 
Εισαγωγή». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
---σ---ω ------ 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖϊίνθ («οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ/Ίἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
.---ᾱ-ᾱ- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ” 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ - ΕΣ ΠΑ 
πι 'Ι- 2007-2013 
αἙ  ύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥραπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ἱκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ ΒΥ δα 


Ευρωπαῖ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
--- κα. Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


πω ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
νο όπ) ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ολ ρ ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


αν 


ἱστορία των Μαθηματικὠν 


Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα Μαθηματικά των 
αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟΌ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
... ΕΚΠΛΙΔΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣΠΑ (ϱ) (9) 
5 τν για Την αγόπτυξη. (ος) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΑ - νὰ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΄ εγρωπαῖκο ΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ὉἙ ΔΙ Π ΥΠΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικὠν 
Ενότητα 1.2: Τα Μαθηματικά των αρχαίων 
Αιγυπτίων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΄ ΕΣ ΠΑ 
ο. 2007.2013 (ος) (ϱ(9) 
ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΑΙΔΕΙΑΣ δ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἁ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΙΠΑἴΚΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅἷ,ἷἶἦὤἦὤὥὉη 


« Εισαγωγή. 
ως Τα Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων. 
«« Τα Μαθηματικά των Βαβυλωνίων. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἼἔἼΊἾῖἶἼΐω. .Ἱ ἹἼ{ἄ.Ἴ... 


«ωα Παρουσίαση της γενικής εικόνας για το επίπεδο της 
μαθηματικής γνώσης στους αρχαίους πολιτισμούς της 
Αιγύπτου καιτης Μεσοποταμίας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Μεσοποταμία-Αβίγυπτος 
3000-1000 π.Χ. 


Απιοιειί Εαονγρῖ 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


Ο πἀάπυροςτης Μόσχας 
σσ---ὁ--- 


Ο πάπυρος της Μόσχας 
("1600π.Χ.) περιέχει 25 
προβλήματα. Έχει µήκος 6 
µέτρα και πλάτος περίπου 5 
εκατοστά. 


149 πρὀβλημα. 
Βρίσκεται στο Μουσείο 

ει όναὃ Καλών Τεχνών της Μόσχας 
απὀτο 1593 μ.Χ. 


γη Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ἡ Ἡλὴ 


| Ἀι Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πρόβλημα: Να βρεθεί ο ὀγκος µίας 
(κομµένης) τετραγωνικἠής πυραμίδας 
......-.-.-.-- ο... 


ς., 


ἓ . 
κα 4 


ν 
, ως κ 
κ 


3 


Εικόνα 3 


ων Αριστοτέλειο 


7. Θεσσαλονίκης 


«μετάφραση των συμβόλων: 

Εάν σου πουν: µία κομμένη 
πυραμίδα µε ύψος, µε βάση 
πλευρά 4 και κορυφή πλευρά 2: 
πάρε το τετράγωνοτου 4, βρες 16. 
Διπλασίασετο 48, βρες 8. Πάρε το 
τετράγωνοτου 2, βρες 4. 
Πρόσθεσετο 16,το ὃ και το, 
βρες 28. πάρετο 1/3του 6, βρες 2. 
Διπλασίασε το 28, βρες 56. 
Επιβεβαίωσε ότι είναι 56. Θα 
βρεις ότι είναι σωστό.» 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Απόδειξη 
ἐἼῖίὃὁὉ.  Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἶ,ἶ,Ὁ,.,ὓ 


Ο ὀγκοςτης πυραμίδας µε βάση εμβαδού Α ισούται και ύψος Η 
είναι 1/3ΑΗ. Έστω ότι η πλευρά της βάσης είναι α. 
Αν το κομμάτι της αποκομµένης πυραμίδας έχει ύψος Πτότεη 
πυραμίδα της κορυφής έχει ύψος Η-[Π. Έστω ότι η πλευράτης 
βάσης της είναι ϱ. 
Από όμοια τρίγωνα προκύπτει ότι σα . 
. Η η 
Επεται Οτι -- Ξ -----. 

ο) θ--α 
Έτσι ο ὀγκοςτης αποκοµµένης πυραμίδας είναι 


Υ Ξ 5 ΡΣΗ Ξταξ(η -- |) 


και τελικά αντικαθιστώντας Υ Ξ σμ(α2 Γ αὖ -Ε Ρ3). 


Η 
ν΄ 


ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Αἱ 


Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τα νούμερα στην ιερατική γραφή 
των αρχαίων Αιγυπτίων 


100 
«Ὁ9δ | [πῃῇ«ς» 
όν ή 92 


| 2/ | 1/249 


Εικόνα 4 


ἱστορία των Μαθηματικών 11 
Τµήµα Μαθηματικών 


Κλάσματα στους αρχαίους 


/ 
Αιγυπτιους 
σ) Φ αα Παραδείγματα στην 
| ιερογλυφική γραφή. 
| | | | | | ᾳα «Αιγυπτιακό κλάσμα»: 
άθροισμα κλασμάτων µε 
1/241/4 αριθμητή 1 και µε 


- «ως Στον πάπυροτου ΑῄΏπιες 
υπάρχει σειρά προβλημάτων 
που αφορούν τοπως 
γράφονται οι εκφράσεις 2/η 
ως αιγυπτιακά κλάσματα. 


Εικόνα 5 
οπως Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


διαφορετικούς παρανομαστές. 


Ο πάπυροςτου ΒΠἰπα---Αππιες 


Εικόνα 6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο πἀάπυροςτου ΒΠἰπα---Αππιες 


«συνέχεια 
ἐἼῖ-”ϱὁ.  Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅ,ἶἼἶ{ἥἐ.,, 


ὦωε Ο πάπυροςτου ΕΠίπα /Αηπιες “1650 π.Χ. είναι κατά τον 
Αππιες αντιγραφή απὀ κείµενο 200 χρόνων παλαιότερο 
και περιέχει 87 μαθηματικά προβλήµατα. Έχει µήκος 2 
µέτρα, πλάτος 33 εκατοστά. 


«ε 91 απὀ αυτά τα προβλήματα έχουν λύσεις που 
αναφέρονται σε Κλασματικές ποσότητες. 


«ως Πρόβλημα 3, π.του ΕΠίΠα: «να διαιρέσεις 6 Φραντζόλες 
σε 10 άνδρες. Απάντηση :1/2:41/10.» 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πρόβλημα 3, πάπυροςτου ΒΠίπα 
------ὉἩυ--- 


Πρόβλημα 3: να διαιρέσεις 6 φραντζόλες σε 10 άνδρες. 
Απάντηση: 11/21/10. 

Με άλλα λόγια: 6/40-1/2-1/10 

Φυσική ερμηνεία: 

Στον κάθε άνδρα δίνεις µισή Φφραντζόλα και 1/10. 
Στοτέλος θα έχεις κόψει στο µισότις 5 φραντζόλες και την 
έκτη σε 10 κομμάτια. 


(Είναι πιο εὐκολο στη πράξη απότο 3/52) 


πο ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Αιγυπτιακά κλάσματα 
µἔἼΙΙΛΙΊἾἶωο. .Ἱ ἹἼ{ἦ.ἀἼ... 


Ποια κλάσματα Ρ/α (όπου ρ ««α) γράφονται ως Αιγυπτιακά 
κλάσματα» (πόσους προσθετέους χρειαζόμαστε») 
Υπὀδειξη: 

Αν ῥ Ξ 1,τότε ο αλγόριθμος έχει ο 


Διαφορετικά: υπάρχει Ίι ἐτσι ώστε. -- ο. « στ. 


Έπεται ότιξ---- ων. 0. 
α 11 


Από τη δεύτερη ανισότητα έπεται ότι ο αριθµητήςτου κλάσματος 


ρπ-α 
σα. Εἶναι µικρότεροςτου Ὅ. 


Επαναλαμβάνουμε τον αλγόριθμο έως ότου φτάσουμε σε κλάσμα 
µε αριθµητή 1. 


ων Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Πρόσθεση στο Αιγυπτιακό σύστηµα 
σος“ 9227 ------ 


«ως Πρόσθεση είναι εὐκολη στο αιγυπτιακό σύστημα: 


Προσθέτουμετα όμοια σύμβολα και αντικαθιστούμε µε 
κατάλληλο σύμβολο όταν ξεπεράσουµετις δεκάδες, 
εκατοντάδες, κ.λ.π. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Πολλαπλασιασμός 


----ὐ) 


Για να υπολογίσουμε α Χ ὂ ξεκινάμε µε την δυάδα 1 και ῥ. 
Διπλασιάζουμε διαδοχικάτο 1 καιτοϱ: 

1 -υᾖ, 

2 -»20, 

4 - 40, 

8 -υ 80, 


κ.λ.π. έως ὀτου το στοιχείο της πρὠτης στήλης είναι μεγαλύτερο 
του α. Βρίσκουµετις δυνάµειςτου 2 που αθροίζουν στο α και 
αθροίζουµετα αντίστοιχα πολλαπλάσιατου ῥ. 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών - 


Παράδειγμα 


ως Εδώ καταφέραμε να 
γράψουμµετο 19 ως 


Μπορεί πάντα να γίνεται 
αυτό» 


19-12-16 
19χ125-121424192-22δὃ 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


}Δ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


άθροισμα δυνάµεωντου 2. 


Πολλαπλασιασμός στην αρχαία 


Αίγυπτο 
ΛΙ Ἶἶσὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵ{ἦὥὅἷἶὕἦὤἦὤὉη 


Φαίνεται ότι οι γραφείς πίστευαν ότι κάθε θετικὀς αριθµός 
γράφεται ὡς άθροισμα δυνάµεωντου 2. 


Αυτό εἶναι ὀντως θεώρημα. 
Πως όμως αποδεικνύεταιὀ 


Όχι µόνο δεν έχει σωθεί απὀδειξη για αυτό στους παπύρους 
αλλά οὖτε καν ένδειξη το πὠς το ανακάλυψαν οι Αιγύπτιοι. 


Η διαίρεση είναι το αντίστροφοτου πολλαπλασιασμού. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης αν 


πως Αριστοτέλειο 


Γραμμικεές εξισώσεις και αρχαίοι 
Αιγύπτιοι 


Πρόβλημα από πάπυρο της Μόσχας: 


«Βρες την τιµή που όταν την πάρουμε µία και µισή 
φορές και µετά προσθέσουμε το 4 βρίσκουμε 10.» 


(αντίστοιχη εξίσωση 1 α. -4-- 10) 
Περιγραφή λύσης: 


«αφαίρεσε 4 απὀ 10, βρες 6. πολλαπλασίασε µε 2/3, 
βρες 4.» 


ἱστορία των Μαθηματικών 


β «8 νὰ 
ωδ ἕν οἳ 3 , Ἡ 
3 αλ" Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


21 


ρω Αριστοτέλειο 


Πρόβλημα 26, πἀπυρος του ΒΠίπα: 
------- ο... 


Πρόβλημα 26, πάπυροςτου Βηἰπα: 

«Βρες την τιµή που όταν την προσθέσεις στο στου εαυτού 
της το αποτέλεσµα εἶναι 15.» 

(αντίστοιχη εξίσωση χ --(1/4)ΑΧΞΊΡ. 

Λύση: 

«ἔστω ότι η απάντηση είναι 4. Τότε 1 και ; του 4 είναι 5. 


Πολλαπλασίασετο 5 για να βρεις 15. Η απάντηση είναι 3. 
Πολλαπλασίασε το 3 µετο-4. Η απάντηση είναι 142.» 


Η λύση προυποθέτει γνώση αναλογιών. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Το εμβαδόν κύκλου στους 
Αιγύπτιους (1) 


Οι Αιγύπτιοι αναγνώριζαν την σχέση ανάµεσα στο εμβαδόν του κύκλου 
καιτο τετράγωὠνο της ακτίναςτου. Θεωρούσαν ότιτο εμβαδόν είναι 
256/81 φορές τοτετράγωνοτης ακτίναςτου κύκλου. (Ετσι ἐδιναν στοπ 
την τιµή 256/81 που είναι περίπου 3.1604). Πιθανή εξήγηση από 
πρόβλημα και αντίστοιχη εικόνα στον πάπυρο του Αῄµπηες: 


Ο κύκλος μοιάζει µε οκτάγωνο 
εγκλεισμένο σε τετράγωνο. Αν 
η πλευρά του τετραγώνου 
είναι 9, µετράµετα 
τετραγωνάκια εκτός 
οκταγώνου. Είναι 18. Άρα στο 
οκτάγωνο µένουν 81-18-63 
τετραγωνάκια. 


Εικόνα 7 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


29 


Το εμβαδόν κύκλου στους 
Αιγύπτιους (2) 


Τοποθετούµε τα τετραγωνάκια που λείπουν οριζόντια και κάθετα 
στις παρυφέςτου αρχικού τετραγώνου. Προκύπτει ένα τετράγωνο 
µε πλευρά 8. Το τετράγωνο αυτό έχει (κατά προσέγγιση })το 
εμβαδόν του αρχικού κύκλου µε διάμετρο. 


Γενικότερα: αν ο κύκλος έχει 
ακτίνα { τότε το τετράγωνο που 
έχει (κατά προσέγγιση το ίδιο 
εμβαδό µετον κύκλο) έχει 


2Υ 
πλευρά 21 -- .ἳ 


Δηλαδή η πλευράτου είναι πο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Το εμβαδόν κύκλου στους 
Αιγύπτιους (3) 


Σύμφωνα µετις οδηγίες του παπύρου για να βρει κανείς το 
εμβαδόν ενός κύκλου µε διάµετρο ἆ θα πρέπει να 
ακολουθήσει τα παρακάτω βήματα: 


Απότη διάµετρο ἄ να αφαιρέσει 1/94 και στη συνέχεια να 
υψώσει στο τετράγωνο: 


64 64 
(8/9α)΄ Ξ ατα’ Ξ α1 (217 - 256/81Υ3 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 25 


Ερωτήματα γιατα µαθηµατικἀ των 


Αιγυπτίων 
ΙΛ ΛΙ ο... ἹἼ{“{“{ἄἼἄἥἼἥΖ. 


«ως Υπήρχε διαχωρισμός ανάμεσα στις ακριβείς τιµές και στις 
προσεγγίσεις; 


«ᾱα Όλοι αυτοί οι γεωμετρικοί τύποι: πως προέκυψαν; 


ὧα Στηρίζανε οι Αιγύπτιοι τα αποτελέσµατάτους σε 
αποδείξεις ή ήταν εμπειρικά; 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼίἾἶω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
αμα... µρσ:ρρσρξρχζξ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

ὧωε Εικόνα 1: "Απεϊεηϊ Εργρί απά Μοςοροϊαπιῖα ς. 1450 Β6" ΟΥ (Ενιφτ/ονΙξῖ - ΠΊγ 
ΝΟΓΙΚ. ΓΙεθηςθα μπας: Ριωβ|ίς ἀοπιαίη νία ΝΝΚΙπιθαία (οπΊπιοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιααἰα.οΓς/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Απεϊεπῖ Εργρῖ ἁαπα Μεςοροϊαπιϊα 
ο. 1450 Βς.ρηρΗπιεαϊἰανί6ινεΓ/ΕἰΙ6:Απεϊεπί Εργρῖ απά Μεαςοροϊαπιία ς. 14 
50 Β6ς.ρΠΡ 

«α Εικόνα 2: "Μοςκοι-ραργγις' Ὀγ ὑΠΚποννη - 5ἴγυνε, Ναςίᾖ] ναςΙΙ'ονἰξ, αα 
Βογἱς ΤµΓας6ν. 1930. ΜαϊΠαπιαϊίςεῃθί ΡαργΓυς αθς οἴααϊιίεῃθι Μιςθιπις ἆθί 
5(Πὅπθη Κὐησίθ ἰπ Μοςκαι. Ωιςθ/θη μπα 5δἵμαίθη Ζζµγ αςεῃἰεῃῖθ ἆθί 
Μαϊποαπιαϊίις Αρϊαείιμπρ Α: Ωµα|Ι6εη 1. Βε6γ/ίη: |. 5ρΓγίηρεγ. [Ιοεθηςθα Πας Ριβἱίς 
αοπιαἰηπ νία ΛΛΙΚκΙπιθαία (οπΊπΊοης - 


Πιίρ://οεοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΝοςΚοι-ραργΓιΙς.ΙρΡϱΗ 
πιθαἰανίενναι/ΕἰΙ6:Μοςκοι-ραργΓις.]ρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


28 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
ο... µρρρςξ«ς4ςρ-.. 


«ως Εικόνα 3: 'Ργγαπιὶάοε-ἴγοπαιμόο-ραργιιως-Μοςεοι 14" ὈΥ δἴμπιρς - ννἰκἰπιεαία. 
ΙΙαθηςθα μπας: (Γθαῖίνθ (οππιοης ΑἰἰγίουΠίοη-δΠΦΓ6 Αἰίκε 3.0 νία ΝΝκΙπιθαϊία 
(οΠΊΠΊοης - ΠΙϊρ://οοπΊπιοης.ννἰκἰπιααία.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Ργγαπιἰαε- 
ἴγοπαιι2ο(370Α96-ραργΓις Μοσεοι 14.ἱ)ρρΗπιεαίανί6ννα6ι/ΕΙΙ6:ΡγΓαπιἰάθ- 
ἴγοπαιοζ320Α96-ραργγις-ΝΜίοσεοι 14.ἱρΡ 


Εικόνα 4: Πιιρ://6π.ννἰκἰρααία.οιρ/ννἰκἰ/Ερνρῖί8η ΠΙΙΠΘΓΑΙς 


Εικόνα 5: ΠΙῖρ://εη.ννἰκἰρεαία.οΓρ/ννἰκἰ/Εργρϊί8ᾶη ΠΙΠΊΘΕΓαΙς 


Εικόνα 6: “Βηϊπα Μαϊμοαπιαϊϊςα| ΡαΡΥγΓως' ΟΥ ΡαιΙ| /αηιες (οννίς 
(ΡΙαπιαςεοννίς)- 
Πιίρ://Νννν.αγεηαθοννἰκΙ.οιρ/Ιπιαρς:ΒΠίπα Μαϊπεπιαϊίσαἱ ΡαΡρΥγΓις.Ιῤ6. 
ίοθηςθα μπας Ρωβ[ίε αοηιαίη νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οΠΙΠΙΟΗς- 


Πιρ://εοπππιοης.ννἰκἰπιααία.ο{ϱ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:Βηίπα Μαϊμεηιαϊίσαἱ Ραργγιις.)ρρΗπιεαίἰανίενναι/ΕΙΙ6:ΒΠίη 
ἆ Μαϊπεηιαϊίσα| Ραργγις.]ρ6 


ο Ὁ Ά 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 


-- ἰ-... 


«ας Εικόνα 7: ΄ΡγορΙόπιο-Β48-Ραργτις-ΕΗΙπά-ϊοχία” νοη ΑΓποιἰα ΒιΠωπῃ (Παςε6 - 


Της γηἰπα πιαϊΠεηιαϊίσα| ραργΓις (1929). ΙΙζεηζὶθγί μηῖςθι Ριωβίίο αοπιαϊη ἤρει 
ΜΝκἰπιθααία («οΠηπιοης -- 


Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:ΡγοβΙοὀος(396Αδπιε-Β48-ΡαργΓις- 


ΕΠίπα ἰαεχία.Ιρσήπιεαίἰανί6εννει/ΕἰΙ6:ΡΓοβΙο6ς(326Α8πιε-Β48-ΡαργΓις-ΒΠίπα- 
ἴθχίθ.Ιρρ 


ἱστορία των Μαθηματικών 30 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα 
Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. Ενότητα 1.2: 
Τα Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων.». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 
2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςα6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 31 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οΠΊπΊοης. 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 32 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
----Ἡο----- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα 
πρέπει να συμπεριλαμβάνει: 

. τοΣηµείωµα Αναφοράς 

. τοΣηµείωµα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


ων Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών ο 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


πω ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
νο) ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ολ ρ ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


αν 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα Μαθηματικά των 
αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΠΓΡΑΜΜΑ . 
ο μὰἡ ΚΑΙ κά ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
007-208 (ος) 
ΞΞΙΕΑΠ πρόγραμμα για την 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΕΥΡΩΠΑΙΚΟ Κ Ὃ που ΒΥ σΑβ 
(ΗΒ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


ΕυρωπαϊκήἘνωση ᾖὉ ΔΙ Ἠ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο αὶ ω --- 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 1.3: Τα μαθηματικά των Βαβυλωνίων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΦΚοῖθ 


ΒΥ 9Α 


ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΒΡΗΣΚΕΥ ΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ δ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ 
Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κου ό Ταµεί 


μεν Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅἷ,ἷἶἦὤἦὤὥὉη 


« Εισαγωγή. 
ως Τα Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων. 
«« Τα Μαθηματικά των Βαβυλωνίων. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἼἔἼΊἾῖἶἼΐω. .Ἱ ἹἼ{ἄ.Ἴ... 


«ωα Παρουσίαση της γενικής εικόνας για το επίπεδο της 
μαθηματικής γνώσης στους αρχαίους πολιτισμούς της 
Αιγύπτου καιτης Μεσοποταμίας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Αρίθµηση στη Βαβυλωνία 


Αρίθµηση στη Βαβυλωνία: βάση 60, συνδυασμός µε 10, 
εξαρτώµενη απὀ τη θέση των ψηφίων. 


| οὰ π «ά 


1 (και 60) 


(πα(π 


79883-(22 κ 602) -- 
(41 κ 60) -- 23 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πράξεις στην Βαβυλωνία 
'-...-.- ο... 


ὦε Δεν έχουν βρεθεί πίνακες για πρόσθεση. 
ὦωε Έχουν βρεθεί πολλοί πίνακες για τον πολλαπλασιασμό: 


Έτσι ένας πίνακας για τον αριθµό α περιλαμβάνει τα 
πολλαπλάσια 


1χα,.. 20Χα,20Χα, 40Χα 5θ0χα 
ὧα Έχουν βρεθεί επίσης πίνακες αντιστρόφων: δηλαδή 
δυάδες που δίνουν το 1, 60 ή γενικότερα δυνάµειςτου 
00. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Πίνακας (κανονικών) αριθμών και 


αντιστρόφων 
σος ---- 


Γράφουμε µε αραβικά ψηφία αλλά χρησιμοποιούμε τη 
βαβυλωνιακή αντιστοίχιση (7,30 7430/60). 


-----ᾱι- -----ᾱ--- 
Εμ 
ερ πα 
Εω μμΗᾷ8ϱ  πμ-ςᾱ 
6 ο 358 |2 

ο -- 

πμ 

10 κ ῃ 

μ «Αμ 
πα 


ρω Αριστοτέλειο 


κ ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Κανονικοί αριθμοί 
ἐἼῖί-ἾσἹὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἥἦἥἦὥὅἷ,ἷἶἦὤἥ 


«Κανονικοῦ) αριθμοί είναι αυτοί που οι αντἰστροφοίτους 
γράφονται µε πεπερασμένο αριθµό ψηφίων στα 
βαβυλωνιακά---ίμε βάση το 60). 

Είναι οι αριθμοί που οι µόνοιτους διαιρέτες είναι 2,3,5, 
(δηλαδή οι διαιρέτες του 60). 

Απόδειξη» 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Αντίστροφοι Κανονικῶν αριθμών 


....---μ--ὐἷ- -...... 


Για την εύρεση αντιστρόφων κανονικών αριθμών εκτός 
πίνακα αντιστρόφων οι Βαβυλώνιοι εφάρμοζαν µία μέθοδο 
που (σε κάθε στάδιο) ανήγαγε το πρόβλημα εὐρεσηςτου 1/1 
σε εύρεση κατάλληλων χ,γ ἐτσι ὠστεχ -γ-Ξτικαι 
τουλάχιστον ἑνα απότα χ, γ να εἶναι σε πίνακα αντιστρόφων: 


Νθδιρθαβραιεγ, Ο. (1935-37). ΜαϊΠαεηιαϊίςε[θ Καἰιςεηγιἰοχῖς |-ΙΙΙ 
(ΜΚΤ). ΒθΓ/ίΠ, 5ρΓίΠΡΘΓ 


πως Αριστοτέλειο 


{4 «το Ὁ 
α λ λ 
αι ) Αα) 
Ἀ ή 
ον 
) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Αντίστροφοι Κανονικών αριθμών 
συνέχεια 


.....-Ὁ-μυμ-ὐὂ) 


Η διαίρεση γίνεται χρησιμοποιώντας 
1) τους πίνακες πολλαπλασιασμού και 


2) τους πίνακες των αντιστρόφων. 


α 1 
ὤ-. σθ- ἄα -- 
ῦ ῷ 
». Έχουν βρεθεί πίνακες µε τετράγωνα, τετραγωνικές ρίζες, 


κύβους και κυβικές ρίζες. 


(ρω ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γραμμικες εξισώσεις και αρχαίοι 
Βαβυλώνιοι 


------ᾱ-ἷ--...-.... 


Πρόβλημα απὀ την πλακέτα (σε ελεύθερη μετάφραση): 


Ένα χωράφι παράγει 2/3 «κιλού 
σπόρων» ανά «μονάδα εμβαδού» ενώτο 
ἀλλο χωράφι παράγει 1/2 «κιλό σπόρων» 
ανά «μονάδα εμβαδού». Τα εµβαδά των 
δύο χωραφιών είναι 1800. Κάποια χρονιά 
το πρὠτο χωράφι παρήγαγε 500 κιλά 
περισσότερους σπὀ- ρους απόὀτο άλλο. 
Ποια είναι τα εµμβαδά» 

Σύγχρονη αλγεβρική (γραμμική άλγεβρα) 
αντιμετώπιση: 

Έστω χ, γτα αντίστοιχα εµβαδά. Τότε 


ΧΥΞ 1800 και ἔκ--5ΥΞ- 500. 


Εικόνα 1 


ον ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρωων Αριστοτέλειο 


Σύστημα γραμμικών εξισώσεων 
ο ς.ςϐϐϐϐςςςς.υο 9227 --------- 


χΕγξ 1500 
: : Ξ- 500 
μου 
Επίλυση µε γραμμική άλγεβρα. 
Ι τι 141800 1. ϱ 1200 
2 1 ο..ᾗ 
α 500 0 1 00 


χΞ 1200,γ - 600. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Μέθοδος επίλυσης σύμφωνα µετην 
πλακέτα (ελεύθερη μετάφραση) 


------.-.---ᾱ- --.... 


Θέτουμε χ και γ να εἶναι 900. Τότε 


: 900 : ορ0-- 150 
--- ας --- Ξς 
3 2 


Η διαφορά απὀτο 500 είναι 350. 


Προσθέτουμε 300 στο 900 και η απάντηση γιατο χ εἶναι 
1200. 


Αφαιρούμε το 300 από το 900 και η απάντηση γιατο γ είναι 
600. 


απο ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Εεήγηση της μεθόδου 
------ὉἩο---- 


Στη µία εξίσωση τα χ, Υ έχουν τους ίδιους συντελεστές. Βλέπουμε 
τι γίνεται αν εἶναι ίσα. Η λύση σύμφωνα µε αυτήν την εξίσωση 
είναι 900. Η επιλογή αυτή δεν είναι σωστή αφού η άλλη εξίσωση 
δεν ικανοποιείται: υπάρχει η διαφορά των 350. 


Αν αυξήσουμε κατά µία µονάδα το χ δηλαδή το κάνουμε 901 και 
µειώσουμε κατά µία µονάδα το γ καιτο κάνουμε 899 τότε 


901 -- 899 - 1800 ενὠ 


2 1 
"0. ο. 552-150 6 


Πράγματι: 
2 1 2 1 ” Ἄ 
ἕακυ-σσ-0)-(κ--ν)-ξΣ-7/6 


ων Αριστοτέλειο 


ον ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 16 


Εεήγηση της μεθόδου συνέχεια 
------ω ------ 


Έτσι αν προσθέσουμε ς µονάδες στο 900 καιτο κάνουμε 
900 -- ς και αφαιρέσουμε ς µονάδες απὀτο 900 και έχουµε 


/ / / / 7 
900 -- «τὀτετο αποτελεσμα αλλάζει κατα 55. 


Για να ικανοποιηθεί η δεύτερη εξίσωση θα πρέπει τ5 να 

καλύψειτη διαφορά των 350 μονάδων. Άρα σ5 - 350 και 
- 3200. 

Συμπέρασμα 

Οι Βαβυλωνιοι κατείχαν την έννοια της αναλογίας των 

τριών! 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 1/ 


Η πλακέτα 


Εικόνα 2 
Η πλακέτα (1800 π.Χ.) τώρα βρίσκεται στη συλλογή στο γΥαίθ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 18 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Μεσοποταμία 
927 --------- 


Υαἱθ ΒαΟγ]οπίαη «οἱδοῖίοη 1800 π.Χ. 


Εικόνα 4 


Εικόνα 3 
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ῤ |. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο αριθμός 
σσ ω ----- 


Ο αριθµός στη διαγώνιο είναι ο 


1245110 
όπου 
ο. ο 1- --- 1441421296 
60 602 ο0ο5 


Αναγνωρίζουµετον αριθµό αυτό ως προσέγγιση της 
τετραγωνική ρίζατου 2 


ὧν ὴ Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 20 


Ποια είναι η σχέση ανάµεσα στους 
τρεις αριθμούς; 


30 
124 51,10 

42,259» 
Ἐμἁο τρίτος αριθµός προκύπτει 
από τους άλλους δύο ωςτο 
γινόµενοτους Ἐ 


Πολλαπλασιασμός µετο 30 
είναι το ίδιο µε τη διαίρεση µε 
το 2 αφού 30 32600. 


Εικόνα 5 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πόσο είναι το µήκος της διαγωνίου 
ενὸς τετραγώνου µε ακμή 8) 
σος α2---- 
φα2 -- αξ -- αν2 


Αν λοιπόν 30 είναι το µήκος της 
ακμής του τετραγώνου, τότε 
422535-3031,2451,10 είναι το 
µήκος της διαγωνίου του 
τετραγώνου| 


Η πλάκα υποδεικνύει ότι αν το 
µήκος µιας ακµής του τετραγώνου 
είναι 30 τότε για να βρούμετο 
µήκος της διαγωνίου 
πολλαπλασιάζουμε 30 µετο 


Εικόνα 6 1,2451,10. 
ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 22 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Μέθοδος των Βαβυλωνίων 
µἔἼἾἶω. .Ἱ ἹἼ{ἄ.Ἴ... 


». ΟιΒαβυλωνιοι είχαν γνώσητου Πυθαγορείου 
Θεωρήματος(ϱ) 

». Εἰχαν αναπτύξει κάποια τεχνική για την εύρεση 
τετραγωνικών ριζών. 

Η τεχνική που πιστεύουμε ότι είχαν αναπτύξει την 

αποκαλούμε σήµερα μέθοδο των Βαβυλωνίων ἡ µέθοδοτου 

Ἠρωνα (150 μ.Χ). Η μέθοδος αυτή μοιάζει ιδιαίτερα µε τη 

μέθοδο του Νεύτωνα (1642-1727): 

Για να βρούμε την τετραγωνική ρίζα του ϱ ξεκινάμε µε µία 


/ / [ή 1 β 
τιµή αι. Στη συνέχεια παίρνουμε αρ» Ξ - (αι - Ξ-) κ.Ο.Κ.Ε. 
1 


ην ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 23 


Τετραγωνική ρίζα του 2 


ου 


2 
1.41421296 Τιμή των Βαβυλωνίων 
1.41421356 Τιμή (προσέγγιση) έως 8 δεκαδικά ψηφία 


«« Έχουν υπολογιστεί 200,000,000,000Ό ψηφία για τη 
τετραγωνική ρίζα του 2 (2006). 

«ε Ενδιαφέρουσες ιδιότητες: 
ο. τοαντίστροφοτης ρίζας 2 είναι ίση µε το µισόὀ της 


ρίζας 2. 
5». µη ρητὸς αριθµμὀς. 
5 Κ.Ο.Κ. 
πο Λριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Πλάκα του Ρ/πιρίοι 1700 π.Χ. 


ση ὃν Αριστοτέλειο 


ο) 
Ἅα) λὴ 


ὩὨ Πανεπιστήµιο 


ον) Θεσσαλονίκης 


| τ- 


ο . ν . .. 
ον α οσο τά 
4 κ «2 
εαν --««ὦὗ 


πα ή 


Εικόνα 7 
Τριάδες του Πυθαγόρα 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


25 


Ταμπλετα του Ρ/ἱπιρῖοη 
σος“. “27 ------- 


Ταμπλέτα του Ριἰπιρίοη, 


09534008 109 160 ] 
ο ο αν : (Ο. ΝδιισοΏβιθ/ απά Α. 5ασ/5 
09 185802Ι 460] 6640 3 . « , 
ο ο μα του Μαϊμοαμιαϊίσαἱ εµΠθἰ{οΓπι ἰθχῖς 
08150077 65 ο” 5 ᾽ 
ο ο ν Απηεγίσ8η ΟΓΙεηία| 5οεἰεῖγ, 
ο ΕΙ ΟΝ4/ 1201 4314 / 
06845877 79ο 1249 8 19 4 5 ) 
06426694 485] Τ69 9 
05861226 490] 81601 10 
05625 45 75 " (3/4) Ξ- 0,5625 
0458094168 1679 20209 12 
04500174 161 189 13 4 ο 3 
410288 17Τ] 3220 ]4 -- τς --- 
03511605 26 106 Ι5 60 ἆἀ4 

75 5 

60 4 

τριάδα (3,45) 
ς. Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


χλ2 
} (5) 
120 09834025 
12456 09491586 
4500 09188021 
13,500 0.3862470 
72 08150077 
364) 0.7851929 
108] ΝΑ / 
οσο 06845577 
σοῦ 06426694 
(80 05861226 
60 05625 
2400 0415941658 
240 04500174 
770ῃ ϱ 41412388 
0 03511005 
Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Πλάκα του ΡΙἰπιρῖοη 
«9327 ----ἷ-- 


ά 4 

169 ] ή . η 
5. {Φαίνεται οπτικἀ απὀ την 
«3. πλάκα ότι έχει σπάσειτο 

ς : κομμάτι που είχε µία ακόµα 
4241 ... στήλη, αυτή που 

1249 δ , , 

769 ο. συμπληρώνουμε ως πρώτη 
8 } { /{ , 
Ἠος  µ στήλη των γ...) όπου χ, γ δύο 
2920 Ι2 : . ’ 

σωής « πλευρες ενός ορθού τριγώνου 
νὰ ή. και ἆ η υποτείνουσα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 


2 


Τριάδες του Πυθαγόρα και 
Βαβυλώνιοι 


---.-..--ᾱ- - 


Ερμηνεία για τον τρόπο Δηλαδή αντί να ψάχνουμε χ, Υ, ἄ ἐτσι ὦστε 
: , 2 2 Τὸ ιά 
εύρεσης των τριάδων χ Γγ ἆ ψάχνουμε ν, ια ἐτσι ώστε 
(ν -- α)(5 -Ετι) Ξ 1. Απότον τύποτου εμβαδού 
Ἔ 4 - ἆ- ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου, μπορούμε 
(α/γ)2 ο -- (α/γ)2 να θεωρήσουμε ότι (ν --τἹι) και (ν -- μ) είναι οι 
, ακμές ενὸς ορθογωνίου παραλληλογράμμου που 
0 -- -- έχει εμβαδό Ί1. 
γ | | 1 
Διουμεστον Γ1ιιτηντιμηα.Ἱοτευ -- τι σ Και 


µπορεί να βρεθεί απὀ τον πίνακα των 

νο αι Ξτ1 αντιστρόφων. Για να βρούμε λοιπόν Υ,ια λύνουμε 
: τις δύο γραμμικές εξισώσειςν ια 

και αφού ς δύο γραμμικές εξ ς ή 
νο - 2 (υ-- ι)(υ -ἕ τι) 


Θ(νυ- α)ί(ίν--τ)Ξ-1 


υπ 4 Ξ - «Τέλος πολλαπλασιάζοντας µε Υ (αφού 
χ α ; ; , 
τι Ξ- τν ντ ) βρίσκουμε τις τριάδες της πλάκας 


του Ρ/Ιπιρίοη. 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 28 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πως γνώριζαν οι Βαβυλώνιοι ότι 
ν2-μ2ξ (νυ)(ν-ι) (για κάθε ν και α9)2 


-.....----υ-ᾱ--....... 


ο ο αλ... 

. Έστωτο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 
µεπλευρές(ν-Ετι) και(ν --). 
Στην ακµή ύ -1ιχαράσσουµετούῦ --τ, 
τοτµήµα που περισσεύει είναι 211. 
Διαιρούμε λοιπόν το αρχικό 
παραλληλόγραμμοσε 3 µέρη: ένα 
τετράγωνο µε ακµή ύ -- τι, και δύο 
παραλληλόγραμμα µε ακμές 1 και 


ο τ-Ἡ, 
ας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


Πως γνωριζαν οι Βαβυλώνιοι ότι 
ν2-μ2ξ(νγι)(ν-ι) 


Στρέφουμµε κατά 909 τοτελευταίο 
παραλληλόγραμο καιτο μεταφέρουμε 
έτσι ώστε να κολλήσει µετο 
τετράγωνοπου ἐχειακμή ύ --ι. 
Παίρνουμε τοτετράγωνομε ακμή ν 
απὀ το οποίο λείπει τοτετραγωνάκι 
µε ακµή 1. Άρα το εμβαδόν είναι 


2 2 
μας 
πω ἳ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 30 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ών 
«το Ὁ 
Φον Ω Ὢ 
Αλ 
ή 


Ἠταν τυχαίες οι τριάδες; Γνώριζαν το 
Πυθαγόρειο Θεώρημα οι Βαβυλώνιοιρ 


-------.--ᾱ-)-..... 


Υπάρχουν προβλήµατα στις πλάκες τους που κάνουν χρήση του 
θεωρήματος. 

Για παράδειγµα, στην πλάκα ΒΜΔΒ5Ί196 υπάρχειτο παρακάτω 
πρόβλημα: 

«μία κολώνα µήκους 30 στηρίζεται (κάθετα) σε έναν τοίχο. Η επάνω 
άκρη γλιστράει µία απόσταση 6. Πόσο γλίστρησε η κάτω άκρη2» 

Η απάντηση δίνεται ως “η τετραγωνική ρίζα του 307 -- 245” και 
υπολογίζεται να είναι 18. 

[όταν γλιστρήσει η σκάλα, σχηματίζεται ένα ορθό τρίγωνο, που η µία 
κάθετη πλευρά έχει µήκος 2430-6, ενώ η υποτείνουσα έχει µήκος 
30. Υπολογίζουµε το µήκος της βάσης). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7 Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Λύση δευτεροβάθµιων και 
τριτοβάθμµιων 


Θα συζητηθούν σε επὀµενο µάθηµα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼίἾἶω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων 
(1/2) 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

«αᾳ Εικόνα 1: Ωἳἱρ://ργἰπιεν]γἰιαἰαη.οἱορςροῖ.ρι/2015/03/απεϊεηῖ-ραΟγ|οηίδη- 
Πιαἰηθδηιαϊίςς-ἴαριαῖ.Πίπι 


ωὲ Εικόνα 2: 'Ύρε7289-Ρνν'. Ιἰοθηςθα μπας: ΟΓθαῖἰνθ (οπηπιοης Αἰϊγίοωτίοη 2.5 
νί Κἰπιθοαία (οπιπιοης - 
ΠΙτρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙε:Υρε72590νν.ΙρρΗπιθααίἰανίδνναι/ΕἰΙα:.Ύ 


ϱε7289-0νν.]ρα 

ως Εικόνα 3: 'ΎΡε7289-02-ἴΓαςθά" ϱγ Υρε7289-0νν.]ρϱ: ΒΙΙ (αςςεΙπιαπαςγίναῖίνε 
ΝΟΓΚ: ΡπιιΓΟΟ2Ζ (1α|Κ) - Υρε7289-0νν.]ρᾳ. [Ιοθηςθά µΠαςι (Γθαϊϊνθ 6οπΊπΊιοης 
Αιϊγουϊίοη 3.0 νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοΟης - 
Πίίρ://οεοπιπιομς.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Υ0ε7289-02- 
ἴγαςθα.ρηβΗπιεαἰανί6ννει/ΕίΙ6:Υ0ε7289-02-ἵγαςθα.ρηρ 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


34 


(ς 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων 
(2/2) 


Εικόνα 4,5,6: 'Ύ0ε7289-Ρνν''. [ἱοθηςςα Πας (Γδαῖϊνθ (οπππιοης Αἴϊγίοιτίοη 
2.5 νία /κἰπιθαία (οππιοης - 
ΠΙ{ρ://εοπιπποης.ννκἰπιθαἰα.οισ/ννκί/ΕΙΙ6:ΥΟε725890νν.ΙρσΗπιααἰανίθανναι/Εἰ]δ:Υ 


0ε7259-Ώνν.]ρΡ 


Εικόνα 7: "ΡΙϊπιρίοη 322" Ὀγ ρΠοῖο αμίΠοί µΠΚΠοννη - πιᾶρς «ορἰθα ΤΓοΙι 
Πιίρ://ΝΝνν.ΠιαϊΠ.ας.ς8/"ζἂςς/οΟιμΓςες/ΠΙ446-03/ΡΙ322/ΡΙ322.ΠΙπΙΙ. 
ΙΙεθηςθα μπας: Ριβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 
ΠΙτρ://οοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:ΡΙἰπιρίοη 322.ἱρρηπιεαίανίδνναθι/Εἰ! 


6:ΡΙπιρῖοη 322.ἱρΡ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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ων Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Αναφοράς 
 οοο-ο- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 1: Εισαγωγή. Τα 
Μαθηματικά των αρχαίων Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων. Ενότητα 1.3: 
Τα μαθηματικά των Βαβυλωνίων.». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://Θείαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςα6ς/Ο(Β5249 
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Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
-----ω------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
ο ----- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα 
πρέπει να συμπεριλαμβάνει: 

. τοΣηµείωµα Αναφοράς 

. τοΣηµείωµα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο- ΕΣΠΑ 
ππππητρ σι 2007-2013 (ος) () (ο) 
αΞε σα πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ . ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. - . πμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 


ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.1: Τι είναι απὀδειξη; 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 
. ΠΛΙΕΣΗΚΑΔΑΡΟΥΙΜΟΗ ΞΕΖΕΣΠΑ 
επέγόυση σζγν κοινωνία τχς χνώσ ος (ος) () (ο) 
εεΞ σα πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΙΠΑΙΚΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ ΒΥ 5 Α 


ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΗΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εγρΏ 
ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


Ευρωπαϊκή Ένωση 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο ς . ο.” 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὥὅ,.,ἶ,ἶ,.,.,ὓ 


ος Τι είναι απὀδειξη» 

ο Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα μεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ο Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ος Εὐδοξος, Τομές του Γοαασακίπα. 

ος Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


ας Το πέµπτο αίτηµα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραμµα του Ηἰρογί. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


---.-.---..--ἰ--...... 


«ς Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πυθαγόρειο Θεώρημα 
σσ ω ---- 


ος Ἐν τοῖς ὀρθογωνίοις τριγὠνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν 
γωνίαν ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς 
ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν περιεχουσῶν πλευρῶν 
τετραγώνοις. 

ο Πυθαγόρειο Θεώρημα, όπως εµφανίζεται στα «Στοιχεία» 

του Ευκλείδη, (πρὀταση 47, βιβλίο 1, "300 π.Χχ.). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αποδείξεις για το Πυθαγόρειο 


) 
υί . . 
5 (ποι Ρ6αί 5µαηπ (Πίπρ 
ας ο] - 3ο 
νά 405 π.Χ. -- 205 μ.χ. 
αι. 
ολ 
ϕ 
Εικόνα 1 
΄ρν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ἳ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σχήµα 
--ο ὦ------ἵ- 


ωε Οιπλευρέςτου τετραγώνου 
έχουν µήκος (ία -Ε ϱ) ὀπουαη 
µία πλευρά του ορθού 
τριγώνου και ῦ η άλλη. Έστως 
η υποτείνουσα. 

ωε Το εσωτερικό σχήμα είναι και 
αυτό τετράγωνο. 

ως Αφού τα εμβαδόν του μεγάλου 
τετραγώνου ισούται το 
άθροισμα των εµβαδώντων 4 
ορθών τριγώνων καιτου 
εσωτερικού τετραγώνου το 
ζητούμενο προκύπτει. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ερωτήσεις 
ο -------- 


ο Πως γνωρίζουμε το εσωτερικό σχήμα είναι τετράγωνο» 

οὲ Πως προκύπτει οτύπος γιατο εμβαδόν του τριγώὠνου2 
(τον χρειαστήκαµε πραγματικά ϱ) 

οὲ Πως προκύπτειο τύπος γιατο ανάπτυγμα τετραγώνων2 

αὲ Πως ορίζουµετο εμβαδὀν» 


Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πυθαγόρειο Θεώρημα, βιβλίο 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη 


«ως ΡΟζΞΡΟύζ, 
ως ΓαλάζιοξΓαλάζιο 
ΑβΓα ΞΚΒΡΙ αφού 


Ρος.» 
ΑβΓα Ξ2 6ΒΕ (γιατί) 
και 
ΚΒΡΙ Ξ2 ΑΒΒΌ (γιατί) 
βιβλίοΙ και ΟΒΕΞ ΑΒΌ 
Πρόταση 47 Γιατί ο Ευκλείδης διαλέγει 


αυτή την απὀδειξη2 


πως ἈΑριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αρχαία Ελληνικά Μαθηματικά 
-----ω----- 


Αρχαία Ελληνικά Μαθηματικά Πρώτη περίοδος; 
7ο αιώνα π.Χ ---4ο αιώνα μ.Χ. 


« Θαλής ο Μιλήσιος (630- 
550Π.Χ.) 


ως Πυθαγόρας ο Σάμιος (570- 
490) 
ὧωα Ζήνωνας ο Ελεάτης (490- 430) 


« Δημόκριτος ο Αβδηρίτης (ο. 
460-370) 
ως Πλάτων (427-347 π.χ.) 


Εικόνα 2 


αν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 


ιο ῇ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
πα Θεσσαλονίκης 


Πηγές για τα αρχαία Ελληνικά 
μαθηματικά 


ἱστορικές πηγές, ὀπως 

ο Ηρόδοτος (5ος αιώνας π.Χ.) και άλλοι, 

ο (αποσπασμµατικές πληροφορίες], 

ος Ο Εὐδημος (4ος αιώνας π.Χ.) ο πρὠτοςιστορικόςτων 
επιστημών! 

ος Βιβλία του: Αριθµητικἡ ἱστορία, Γεωμετρικὴ ἱστορία, 
Ἀστρολογικὴ ἱστορία, µαθήµατα του Αριστοτέλη 

ο Πλούταρχος (1ος αιώνας μ.Χ.) 

αὲ Πρόκλος (5ο αιώνα μ.Χ.) (περίληψη απὀ βιβλίο ιστορίας 
του Εὐδημου απὀτη Ρόδο (4ο αιώνα π.κ.). ) 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θαλής ο Μιλήσιος (630-550 π.Χ.) 
σσ---ο----- 


Ένας απότους 7 Σοφούςτης ΕΗ/ΗΑΞΕΤ/ΤΒ 
Αρχαιοτητας 


Ε- 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


14 


Αποδείξεις: Μετι εργαλεία; 
σος 9227-------- 


Τι δεχόμαστε ως γνώση» Ποια είναι τα προαπαιτούµενα» 

Οι αποδείξεις των Θεωρημάτων του Θαλή δεν είναι 

δύσκολες (να τα αποδείξετε) αν δεχτούμε ως αληθή ὀτιτο 

«ὰ Άθροισμα των γωνιών σε ένα τρίγωνο είναι δύο ορθές 
γωνίες. 

ος Το εμβαδό ενός τριγώνου εἶναι βάση επί ύψος δια 2. 

Υπάρχουν όμως αποδείξεις για τα παραπάνω» Είναι 

θεωρήματα ἡ αξιώματα; 

(Ισχύουν οι αντίστροφες προτάσεις2ρ) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


15 


Αριστοτέλειο 
ϱ3) Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Πυραμίδατου Χέωπα 


σεΎψος: 147 µέτρα (σήµερα 
είναι 138 µέτρα). 
Βάρος ογκολοίθων: 
6.000.000 τόνοι. 

«ας Μέτρηση του Θαλή: 
145,3. 


Εικόνα 4 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πυθαγόρας (570-490) και οι 
Πυθαγόρειοι 


.....-υ-υρ---...... 


Οι αριθμοί αποτελούν τη βάση του κόσµου. Πυθαγόρεια Σχολή 
«Το παν είναι αριθµός» 
πες. ὦε Μυστική οργάνωση στον Κρότωνα της 
Ιταλίας, µία θρησκευτική κίνηση µε έντονη 
πολιτική δραστηριότητα. Είχε κοινοβιακή 
µορφή για τους μυημένους. 
Η ιδιοκτησία και η γνώση θεωρούνταν κοινές. 
Πρωταρχικός ρόλος στην καθιέρωση της 
μαθηματικής επιστήµης ως επιστήµης 
βασισμένη στη λογική και απομάκρυνση από 
λογιστικούς υπολογισμούς. 
Εικόνα » αὲ Μαθηματικά συγγενικά προςτην αγάπη της 
σοφίας. 
«ε Φιλοσοφία: αγάπη της σοφίας. 
ὦε Μαθηματικά: αυτό που µαθαίνεται. 


 Ά 


τα 4 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 17 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ιδιότητες των Φυσικών αριθμών 


-----ᾱ- -...... 


Ας αναπαραστήσουµετους Φυσικούς αριθμούς µε αντίστοιχο 

αριθµό απὀ βότσαλα (τελείες): 

«ος Άρτιοι και Περιττοί αριθµοί: ἀρτιοι αν τα βότσαλα 
χωρίζονται σε δύο οµάδες µετον ίδιο αριθµό απὀ βότσαλα, 
περιττοί αν ὀχι. 

Παραδείγματα προτάσεων που αποδεικνύονται «εύκολα» 

«ο Άθροισμα αρτίων είναι άρτιος (πωςϱ). 

ο Τετράγωνο αρτίου είναι άρτιος (και πολλαπλάσιοτου 
τέσσερα), τετράγωνο περιττού είναι περιττός (πωςϱ). 

αὲ Τετραγωνικοί αριθμοί («σχηματίζουν» τετράγωνο) πι”. 

αὰ Τριγωνικοί αριθμοί («σχηματίζουν» τρίγωνο). 


ς ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 18 


δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Τετραγωνικός-Τριγωνικός αριθµός 


Φφ' ο--ο--ο--ο 


Το 25 είναι τετραγωνικός αριθµός, Το 21 είναι τριγωνικός αριθµός, 
25-14354749 13:2:-34546Ξ21-(637)/2 

Ισχύει γενικά ότι 

Τετραγωνικόςξ άθροισμα περιττὠν» Φθφο 


Ποιό θεώρημα αντιστοιχεί 
στο παραπάνω σχήμα» 


ος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
ας πρ ὐ6 6 6... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

σὲ Εικόνα 1: "Εμίπεςο ργίµαροΓας'". [ἰεθηςθα μπας: Ρωβἰἰς αοπιαίη νἰ8 
Ν/Πκιπιθαία (οΠήπιοης - 


Πιίρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαἰα.οΓρ/ινἰκἰ/ΕἰΙ6:(Πίΐηεςε ργῖῃαροΓας.ΙρΡΗηιε 
αἰανίθννει/Εί]6:(Πἰπεςα ργῖΠαροΓας.]ρ6 


σὲ Εικόνα 2: "αιθεκ (οἰοπίζαϊίοη Αγοηαίς Ρεγίοα" Ὀγ Βεαρα[ίογωπῃ - 
Πηιϊρς://6ι.ννἰκἰρεαία.οΓρ/ινἰκί/ΕΙΙ6:αγεεκ (οἰοηίζαϊίομ.ρηρ. Γοθηςθα 
μπας: (Γθαϊῖϊναο (οπιπΊοης Ζ6γο, ΡιβΙίο Ώοππαίπ Ὠθδαϊἱσαϊίοη νίᾶ 
ΛΙΚἰπιεαία (οΠηπιοης - ΠΙῖρ://οοπηπιοης.ινἰκἰπιεαίἰα.οιρ/νἰΚἰ/ 
ΕίΙ6:αΓ6εκΚ (οοηπίζαϊίοη Αγοηαϊΐς Ρεγἰοά.ρηρΗπιεαϊανίεννα6ι/ΕἰΙ6:σγθε(κ 
.ζοἰοπίζαϊίοπ Αγεπαΐο Ρεγἰοᾶ.ρηβ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
ο τϱ--.. 


ο Εικόνα 3: "ΙΙΙμςίγοεγααά ναγ|αςηἰςίογία Όαπα | ΙΙ 107” ϱνΥ Εγησί Λαἰἱἰς οἳ 
αἱ - Οννη 5ς8Η. Ιἰεθηςθα μπας: Ριβ/ίο ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπιοης 
-Πιϊρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιθαία.οιρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:Ιιςίγογαα Νεγιαςηἰςίογία 
Όαπα | ΙΙ 107.ἱρρηπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:Ιαςίγεγαα Ννεγ]άσηἰςσίογία Ώαπα 
ο ΗΙ 107.ἱρ6 

αε Εικόνα 4: 'Τηαίες ἵῃπθδοιεπι 6" ΟΥ ΏαΚθ - Οννη νοΓΚκ. [ἰοθηςθα μπας 
(ιθαῖίνθ (οππποης Αἰϊγίριϊίοη-δΠαΓ6 Α[ίΚκα 3.0 νία ΝΝΚἰπιααϊία 
(οπΊπιοης - ΠΙϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκί/ΕἰΙ6:Τηαίε6ς {Πδοίθιι 
.6.ρηβΗπιεαἰανίδννθ6ι/ΕἰΙ6:Τηαίες ἴΠθο[θπι 6.ρΗΡ 


αε Εικόνα 5: 'Καρίο[ἰηίςσεμει ΡγίΠαρογας αα]μςσίαα" Ὀγ ΟΓἱρίπαι µαρἰοααςι 
κας (α[ίίθα αἴ αθ.νν]κἰρεαία - ΕἰΓσί αρίἰοαα ἴο ΝΝΙκΚἰρθαία: αθ.ννἰκἰρεαία; 
αθςεγἰρίίοη ρ8βε ἰς/ννας ΠεΓα.(ΟΓἱρίπαἰἱ Ἰεχί : Εοϊοργαβθγῖ 8ΠΙ 
30.03.2005) 56εοπα µρἰοαα ἴο «οππΊοης: 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ο. τρ... 


Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ινἰκἰ/Ίπιαρε:Καρίτοιἰηίςσεπει ΡγίΠαροΓας.] 
ϱρ αΠά ἴΠίς ἰς 4η αα]μςίθα νθΓσίοη οἵ ἴῃθ «θεοπα 9/6. Γἰεθηςθα µΠαΘΓ 
(ιθαῖίνςθ (οππιΊοης ΑἰϊγίριΠίοη-δΠαΓ6 ΑἰίΚα 3.0 νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οΠΊΠΊΟης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαίἰα.ορ/ννἰΚἰ/ 
Εἱ6:Καρίοιἰπίςεμθι ΡγίμαροΓᾶς αα]μςίῖεα.]ρρήπιεαίανίεννει/ΕἰΙ6:Καρίτοιἰπίςειει 
:ΡγίπαροΓας ααἱιςῖθα.]ρρ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.1: Τι είναι απόδειξη;». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://Θείαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςα6ς/Ο(Β5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
------ὉἩο------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους ὀρουςτης άδειας χρήσης (Γθαῖϊϊνθ («οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ἡ μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα 
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους ὀρους χρήσηςτους 
στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί 
το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθείἰ. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθςεοΠιπιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
------ω----- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα 
πρέπει να συμπεριλαμβάνει: 

. τοΣηµείωµα Αναφοράς 

. τοΣηµείωµα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


νὰ. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ νό 

ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (Ρ(9) 

ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ λα κκ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ 8 ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΙΠΑἴΚΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί πμ σκην η Ὕμοσν 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.2: Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, 
άρρητα μεγέθη, παράδοξα του Ζήνωνα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
--- 2007-2013 (ος) (ϱ(9) 
ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  ΕεΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«9227 ------- 


ὧα Τι είναι απόδειξη» 

« Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα µεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ὧωα Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ὥς Εὐδοξος, Τομές του Ποαοσκίπα. 

ὦα Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


«α Το πέμπτο αίτημα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραµμµα του Ηίρογί. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἔἼΛΛίὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἵἦὅ,ἶἷἶἐὥἔἤ 


«α Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πυθαγόρας (570-490) 
και οι Πυθαγόρειοι 


Οι αριθμοί αποτελούν 
τη βάση του κόσμου. 


«Το παν είναι αριθµός» 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


αᾳ 23) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Πλατωνικά στερεά-- Κανονικά 
Πολύεδρα (μνεία και Πυθαγόρα) 


Τετράεδρο Κύβος [4,3] 
9,3] Μο, Υπάρχουν άλλα κανονικά 


Πολύεδρα»ρ 


Δωδεκάεδρο, 12 έδρες, όλες κανονικά 
πεντάγωνα. Σεκάθε κορυφή 
συναντώνται ακριβώς 3 έδρες. {5,3} 


Αριστοτέλειο ος των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήμιο µήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης άσιόν. των Μαθηματικών 


Πλατωνικά στερεά-- Κανονικά 
Πολύεδρα 


Οκτάεδρο {3,4} Εικοσάεδρο {3,5]) 


Δεν υπάρχουν άλλα πλατωνικά στερεά 
(Ευκλείδης, «Στοιχεία», βιβλίο 13, Πρόταση 18, Θεαίτητος) 


ων Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ὃ ή, Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


τετρακτύς 


--..---- --.... 


.. Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


8 
9 
8 
Φ 
Εικόνα 2 


10: σύμπαν: 


άθροισμα όλων των δυνατὠν γεωμετρικὠν 
διαστάσεων 

ένα σηµείο: γεννήτωρ των διαστάσεων 
δύο σηµεία: ευθεία: διάσταση 1 

τρία σηµεία: τρίγωνο: διάσταση 2 


τέσσερα σηµεία: τετράεδρο: διάσταση 3 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών - 


Χρυσή τοµή (1) 
--Ψ«ο ------ 


αξ διαγώνιοςξ γαλάζιο 


χξτο μεγαλύτερο τµήµα της τοµήςΞ 
κόκκινο 


, α , ͵ ͵ 
Ο λόγοςῳφ -- Ἔ εἶναι η χρυσή τομή. 


’ 
ίσχυει 
α χ 
χ α-χ 
αν νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ο) 
7. Θεσσαλονίκης 


11 


Χρυσή τοµή (2) 


-----...... 


α κ 
χ α-κ 

Μπορούμε εύκολα να α 1 

υπολογίσουμε την τιµή της παρα σφ-1 
υσής τοµής από τη σχέση -ὃ 

χρυσης τοµης η σχεση σ2-φ- 1Ξ035 

1 ν5 

ρα 


Πως προκύπτει όμως ότι οι διαγώνιοι του κανονικού 
πενταγώνου τέμνονται µε τέοιο τρὀπο; (αποδείξτε το) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


19 


Κοινή µονάδα μέτρησης 
σσ ω ----- 


Σύμφωνα µετη Πυθαγόρεια Φιλοσοφία κάθετι µπορεί να 
μετρηθεί... δύο ποσότητες α και ῦ μπορούν πάντα να 
συγκριθούν: υπάρχει πάντα κοινή µονάδα μέτρησης. 


Δηλαδή: Δοθέντος α και ὃῦ υπάρχει « ἐτσι ὥστε α και ὃ να 
είναι ακέραια πολλαπλάσιατου ο. 


Παράδειγµα:αΞ 3, ῦ Ξ 4. Τότε 23 επί 1, 4-4 επί 1. 
Σύγχρονη ερµηνεία: α Ξ πις, ὃ Ξ κις ὀπου Ίπ,πι ακέραιοι 


᾽ α 11 , , 
Αρα ρΞ π Είναιρητος. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 13 


«Σόκ» η εὐρεση των «ἀρρητων» 


....---μ--ἷ- --....... 


Μνεία στο έργο του Αριστοτέλη (384-322 π.Χ.) για γνώση 
που αποδίδεται στους Πυθαγόρειους: 


«εάν η ακµή και η διαγώνιος του τετραγώνου είναι 
συγκρίσιµα µεγέθη µετη παραπάνω έννοια, δηλαδή αν 
ακμή και διαγώνιος είναι ακέραια πολλαπλάσια κάποιας 
κοινής µονάδας 


τότε θα μπορούσαμενα δείξουμε ότι οι περιττοί αριθμοί 
είναι ἰσοι µε τους άρτιους!» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 14 


Τετραγωνική ρίζα του 2 είναι 


άρρητος 
-----(21 ------ 


Η διαγώνιος ΒΙ και η ακµή ΒΏ του 
τετραγώνου ΒΒΗΙ δεν έχουν κοινή 


µονάδα μέτρησης. 
. ΄ Ε / Ε 
(αντιστοιχίζου με στη διαγώνιο ΒΙ | β η φ 
το πις, ενω στο ΒΏΌ το πο. ..ά ς ι 
Παρακολουθούμε αλγεβρικά την κ. | 4 
απόδειξη.) πμ λες 


Έστω ότι ΒΙ, ΒΌ είναι ακέραια 
πολλαπλάσια µίας κοινής µονάδας ο. 
Παίρνουμε «να είναι η µεγαλύτερη 
κοινή µονάδα σύγκρισης. Άρα 
τουλάχιστον ένα απὀ τα ΒΙ, ΒΏ είναι 
περιττό πολλαπλάσιο αυτής της 
κοινής µονάδας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


(Πι,Π)]Ξ1 


ρω Αριστοτέλειο 
3) Πανεπιστήµιο 


7. Θεσσαλονίκης 


Απόδειξη 


Το εμβαδόν του εξωτερικού τετραγώνου 
ΑΕΕ, δηλαδή Αα τετράγωνο, εἶναι ίσο 
µε δύο Φορέςτο εμβαδόν του ΒΒΗΙ. 
Εμβαδόν Αα τετράγωνο είναι άρτιος. 
Επομένως η ακµή Αατου ΑΕΕ είναι 
και αυτή άρτιος. 


Άρατο εμβαδόν του ΑΕΕ είναι 
λος πολλαπλάσιο του τέσσερα και 

επομένωςτο µισότου, δηλαδή το 

εμβαδὀν του ΡΒΒΗΙ είναι άρτιος. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Απόδειξη... συνέχεια 


ΑΦφού ΒΒΗΙ είναι άρτιος και η 
ακμή του ΒΒ είναι άρτιος. 


Αυτό είναι ἀτοπο: 


ές Υποθέσαμµε ότι ένα απὀταβ!, 
ΒΏ είναι περιττό, είδαμε 
προηγουμένως ότι Αα είναι 
άρτιος, Α(ΞΒΙ και µόλις δείξαµε 
ότι ΡΒ είναι άρτιος! 


Άτοπο, αφού (Ππι,π)Ξ1 


:. Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 17 


ων Αριστοτέλειο 


Τα παράδοξα του Ζήνωνα ( 490- 430) 
«227 --------- 


----προς υπεράσπιση του Παρμενίδη---οι ιδέες του απείρου 
καιτου συνεχούς 

οα Διχοτόμηση 

Εάν ένα ευθύγραμμο τµήµα είναι απείρως διαιρετὀ τότε η κίνηση 
είναι αδύνατη: για να διανύσει ἑνας δρομέας ένα ευθύγραμμο 
τµήµα, πρέπει πρὠτα να περάσει απόὀτο µέσοτου, πριν από αυτό, 
πρέπει πρὠτα να περάσει απόὀτο µέσοτου µέσου και για να το 
κάνει αυτό πρέπει πρὠτα να περάσει απὀτο µέσοτου µέσου του 
µέσου, κ.ο.κ., επ’ άπειρον. Ο δρομέας πρέπει να πλησιάσει µία 
άπειρη ομάδα σημείων µέσα σε ένα πεπερασμένο χρονικό 
διάστηµα. Είναι όµως αδύνατο να εξαντλήσει µία άπειρη συλλογή 
και κατά συνέπεια η κίνηση εἶναι αδύνατη. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
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Ο Αχιλλέας και η χελώνα 
---σ--ο ------- 


Αν ο Αχιλλέας αφήσει µια χελώνα να ξεκινήσει απὀ ένα 
σηµείο που βρίσκεται πιο μπροστά απ’ αυτόν, τότε ο 
Αχιλλέας δεν θα φτάσει ποτέ την χελώνα: πρέπει πρὠτα να 
φτάσει το σηµείο απ’ ὀπου ξεκίνησε η χελώνα. Μέχρι τὀτε 
όμως, η χελώνα θα έχει πάει σε ένα ἀλλο σηµείο, πιο 
μπροστά. Ο Αχιλλέαςτότε θα πρέπει να πάει σ’ αυτότο 
σηµείο, αλλά πάλι η χελώνα θα έχει πάει πιο μπροστά. 
Έτσι η χελώνα πάντα θα προπορεύεται. 


Τα παράδοξα της διχοτόµησης και του Αχιλλέα δείχνουν 
ότι η κίνηση είναι αδύνατη αν δεχθούµετις άπειρες 
υποδιαιρέσειςτου χώρου και χρόνου. 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 19 


Το Βέλος και το Στάδιο 


-...----μυ-ὐ--..... 


(έστω ότι δεν υπάρχει άπειρη υποδιαίρεση του χώρου και 
του χρὀνου) 

Η περίοδος κατά την διάρκεια της οποίας ένα βέλος κινείται, 
συνίσταται απὀ έναν αριθµό διαδοχικών χρονικών στιγμών. 
Σε κάθε µία απὀ αυτέςτις στιγμές, το βέλος είναι στη θέση 
πού είναι, καιτην επόµενη στιγµή είναι κάπου αλλού. 

Πότε κινήθηκε; 

Άρα το βέλος δεν μετακινείται και η κίνηση εἶναι µία 
οφθαλμαπάτη. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 20 


Μη συγκρισιµότητα --- πρόβλημα, µε 
τους άρρητους Παράδοξατου Ζήνωνα 


Ο κόσμος των αριθμών (ότι «παράγεται» απότους φυσικούς) 
είχε την διακριτότητα. 


Για τα συνεχή µεγέθη ήταν αναγκαία η µελέτη µε άλλες 
μεθόδους. Έτσι κυριάρχησε η γεωμετρία. 


ὥς Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2-- 


Πλάτων (427-34/7] Αθήνα 
σσ----ὁ--- 


“Ουδείς αγεωμµέτρητος εισί” 
Ακαδημία (387 π.Χ. -529 μ.χ.) Έντονες πυθαγὀρειες επιδράσεις. 
Η Γεωμετρία και τα Μαθηματικά 


έχουν µια ξεχωριστή θέση. 


Στον κόσμο των ιδεών τα μαθηματικά 
αντικείµενα έχουν την τέλεια µορφή. 
Στον κόσμο των αισθήσεων τα 
αντικείµενα προσπαθούν να 
µοιάσουν την τέλεια µορφήτους. 


Τι είναι λοιπόν απόδειξη» 


Εικόνα 3 


. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


2 


«Θεός αεί γεωμετρείν» 


--..-.-.--μ--ᾱ-)-..... 


(Απόσμασμα απὀτον Νόμο 7470, (Πλάτων) ) 


“Ουδέν ούτω δύναμιν έχει παίδειον µάθηµα μεγάλην ωςη 
περίτους αριθμούς διατριβή. Το δε µέγιστον ότι τον 
νυστάζοντα και αµαθή Φύσει εγείρει και ευµαθή και 
αγχίνουν απεργάζεται. 


"Κανένα µάθηµα δεν έχει τόσο µεγάλη παιδευτική δύναμη 
όσο η ενασχόληση µετους αριθμούς. Το πιο σηµαντικό απ΄’ 
όλα είναι ότι τον κοιμισμένο στο μυαλό, τον χωρίς κλίση για 
μάθηση τον διεγείρει και τον κάνει να μαθαίνει και του 
αυξάνει την αντιληπτική ικανότητα." 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 23 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼίἾἶω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

«α Εικόνα 1: "Καρίτοιἰηίςεμαι ΡγῖΠαρο-γας" ΟΥ ΟΓἱρίπα[ µρἰοαά6/ ννὰς (α[ίθα αἲ 
αςθ.ννκγρααία - ΟΓἱρἰπαΙΙγ ἔγοπι αθ.ννἰκἱρααία; αθςεηἰρίίοη ρ8ρε ἰς/ΙΝὰς 
Π6ις.(ΟΓἱρίηαΙ ϊοχί : ΓοϊοργαΠςθγῖ ΑΠΙ 30.03.2005]. Γἰεθηςθα µπασ: (Γθαῖίνθ 
(οπιπιοης Αἰϊγίοιτίοη-5μα{6 ΑΚ 3.0 νία ΜΝΚἰπιθααία (οπηπιοῆς - 
Πιίρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Καρἰτοιἰπίσεμει ΡγίΠαρογας.]ρΡΗπια 
αἰανίδννει/Εί]6:Καρἰτο[ἰηἰςειει ΡγίΠαροΓας.]ρ6 


Εικόνα 2: ΠΙῖρ://εοπηπιοης.νκἰπιεαίἰα.οΓρ/ινἰκΙ/ΕἰΙ6:ΤεϊΓαεῖγς.ονρ 


ὦ 


Εικόνα 3: 'ΡΙαϊο οἰἰαηίοη Μιςοὶ (αρϊϊο[ϊπὶ Μ(ς1377" Ὀγ ΕηρΙἰςΗ: (οργ οἵ 
οἱ]απίοη - Μαγί6-ἰαη Νριγεη (0ς6γ:]αςίγονν) 2009. ΓΙοθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ 
(οπιπιοης Αἰϊγίομῖίοη 2.5 νία ΑΛΙΚἰπιθαία (οΠΊπιοης - 
Πιίρ://οεοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΡΙαΐο οἱ]απίοη Μυςαἰ (αρίϊιοιἰπί Μ 
(1377.ΙρρΗπιεαίανίεννει/ΕΙΙ6:ΡΙαΐο οἰ]απίοη Μιςεί (αρίιοιἰπί Μ(ς1377.ἱρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Αναφοράς 
------ὁἩο----- 


(οργγὶρῃηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.2: Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, 
άρρητα µεγέθη, παράδοξα του Ζήνωνα.». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 
2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰᾶςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους ὀρουςτης άδειας χρήσης (Γθαϊἴϊΐνθ «οΠΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ἡ μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα 
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Ππ., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους ὀρους χρήσηςτους 
στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί 
το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθςοΠιπιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
.---ᾱ-ᾱ- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - ” 
Θλμεν ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
πλω πια ἳ «2018 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο .. τσ 


ΒΥ 9ΆΑ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . ο.” 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.3: Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήµατα 
της αρχαιότητας. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - ” 
Θλμεν ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
πλω πια ἳ «2018 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο .. τσ 


ΒΥ 9ΆΑ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . ο.” 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«9227 ------ 


ὧα Τι είναι απόδειξη» 

« Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα µεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ὧωα Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ὥς Εὐδοξος, Τομές του Ποαοσκίπα. 

ὦα Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


«α Το πέμπτο αίτημα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραµμµα του Ηίρογί. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἔἼΛί-Ἶἧ ο. ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἶ{ἥἐ.,ἃ, 


«α Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πλάτων (427-34/7] Αθήνα 
σα --- 


“Ουδείς αγεωμέτρητος εισί” 
Ακαδημία (387 π.Χ. -529 μ.χ.) 


Έντονες πυθαγὀρειες επιδράσεις. 


Η Γεωμετρία και τα Μαθηματικά 
έχουν µια ξεχωριστή θέση. 


Στον κόσμο των ιδεών τα μαθηματικά 
αντικείµενα έχουν την τέλεια µορφή. 
Στον κόσμο των αισθήσεων τα 
αντικείµενα προσπαθούν να 
µοιάσουν την τέλεια µορφήτους. 


Τι είναι λοιπόν απόδειξη» 


Εικόνα 1 


. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


Δήλιο πρόβλημα 
-----Ὁο------ 


Ο χρησμός που δόθηκε στους Δηλίους κατά τη διάρκεια 
λοιμού, περίπου το 430 π.Χ. συμβούλευε να κατασκευάσουν 
ένα κυβικό βωμό διπλάσιου μεγέθους απὀ αυτόν που ήδη 
υπήρχε. 


Ερμηνεία του Πλάτωνα: οι θεοί θέλουν οι Έλληνες να 
ασχοληθούν περισσότερο µετη γεωμετρία καιτα 
μαθηματικά. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τα περίφημα Άλυτα Γεωμετρικά 
Προβλήματα της Αρχαιότητας (1) 
---σ--ο----- 


ος Ο Διπλασιασμόςτου κύβου: να κατασκευαστεί µε 
κανόνα και διαβήτη κύβος ὀγκου διπλασίου του ὀγκου 
δοθέντος κύβου. 


ας Ο Τετραγωνισµόςτου κύκλου: να κατασκευασθεί µε 
κανόνα και διαβήτη τετράγωνο εμβαδού ίσου µετο 
εμβαδόν δοθέντος κύκλου. 

ος Η τριχοτόµηση γωνίας: να χωριστεί µε κανόνα και 
διαβήτη δοθείσα γωνία σε τρία ίσα µέρη. 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Τα περίφημα Άλυτα Γεωμετρικά 
Προβλήματα της Αρχαιότητας (2) 
--..-..------Ἱ...-- 


». Τα προβλήματα ήταν ευρέως γνωστά: γίνεται ήδη 
αναφορά απόὀτον 59 αιώνα π.Χ. σε θεατρικά έργα της 
εποχής (βλ. Ευριπίδη (485 π.χ.-407 π.Χ), Αριστοφάνη 
(452-385 π.Χ.) 

ο. Διπλασιασμός κύβουξ «κατασκευή» της Ύ2. 

». Τετραγωνισµός κύκλουξ «κατασκευή» νΠ. 

ο. Τριχοτόµηση γωνίας θ-2 κατασκευή τμήματος µήκους 
εοςθ. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 10 


Τα περίφημα Άλυτα Γεωμετρικά 
Προβλήματα της Αρχαιότητας (3) 
ο ------- 


Οι Έλληνες βρήκαν λύσεις για αυτά προβλήματα που όμως 

χρησιμοποιούσαν και άλλα εγαλεία. 

Για παράδειγµα: 

». Εὐδοξος ο Κνίδιος(408-3556π.Χ.) χρησιμοποίησε µία 
πολυωνυμική καμπύλη τετάρτου βαθμού γιατον 
διπλασιασµότου κύβου. 

». Αρχιμήδης (287-212 π.χ.) χρησιμοποίησε την έλικα για να 
τετραγωνίσει τον κύκλο. 

». Ο,ππίας (40- αιώνας π.Χ.) για την τριχοτόµηση γωνίας 
χρησιμοποίησε µία µη αλγεβρική καμπύλη. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


Ποιοι πραγματικοί εἶναι τελικά 
«κατασκευάσιµου) µε κανόνα και διαβήτη; 


.....αοδὁ -.-..... 


Η απάντηση βασίζεται στην άλγεβρα (1) 

Για να είναι ἆ κατασκευάσιµος, εἶναι αναγκαίο ο ανα είναι 
αλγεβρικός, δηλαδή να είναι ρίζα κάποιου πολυωνύµου µε 
συντελεστές στο Ο. Καιτο ελαχίστου βαθμού πολυώνυμο 
που έχει τον α ως ρίζα πρέπει να έχει βαθµό κάποια 
δύναμη του 2. 


ρρος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 


ΑΔ 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Προβλήματα 
--...------.---. 


ο. Διπλασιασμόςτου κύβου αδύνατον 
αφού το ελάχιστο πολυώνυμοτης 
κυβικής ρίζας του 2 έχει βαθμό 3... 

». Οτετραγωνισµόςτου κύκλου είναι 
αδύνατον αφού τοπ δεν είναι καν 
αλγεβρικός αριθµός. 


Ιπαθ/Πιαπη (1882) 


». Ητριχοτόµηση της γωνίας δε Εικονα 2 
µπορεί να γίνει για γωνία 60 μοιρών. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


13 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼΛΙίἾἶω .Ἱ ἹἼ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

ως Εικόνα 1: 'ΡΙαϊο 5ἱ]αηίοπ Μιςοαὶ (αρίιοΙἰπὶ Μ(1377" ϱΥ Εηρἰἰςσῃ: (οργ οί 
οἱ]απίοη - ΜαΓί6-ἰαη Νριγεη (0ς6γ:]αςίγονν) 2009. ΓΙοθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ 
(οπΊπιοης Αἰϊγίομίίοη 2.5 νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπΊπιοης - 
Πτίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΡΙαΐο δἱιαπίοη Μυςαἰ (αρίϊιοιἰπί Μ 
(1377.ΙρρΗπιεαίανίεννει/ΕΙΙ6:ΡΙαΐο δἰ]απίοη Μιςεί (αρίιοιἰπί Μ(ς1377.ἱρ6 

«α Εικόνα 2: "(αγ | ουῖς Εεγάϊπαπα νο | Ιπάσπιαημ”" ΟΥ ΌηΚποννη - 
Πιίρ://ΝΝνν.ΠιαϊΠ.ΗΠ8.ΤΓ/ΡΙ/Ίγαης.ΠΙπι|. [οθηςθαά μπας: Ριβίἰς ἀοπιαἰῃ νία 
ΜΝἠκίπιθαία (οπΠηπιοης - 
Πτίρ://εοΠηπιομς.ννἰκἰπιεαἰα.οΓρ/ννκί/ΕΙΙ6:(αΓ| |ομίς ΕεΓαἰπαπα νοη ΙΙπαςθιι 
ΑΠΗ.]ρρΗπιεαίἰανίθνναι/ΕἰΙ6:(αΓ| |οιμίς Εαεγαἰπαπα νοη ΙΙπαάεπιαπη.]ΙρΕ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ--ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.3: Τα περίφηµα γεωμετρικά 
προβλήματα της αρχαιότητας». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
-- Ἡ ι ΞΞ ΙΤ ονόπτωξα, 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο -- ΤΑΜΕΙΟ 
ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ε. ϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο” ΕΣΠΑ 
τ τ - 2007.2013 () (ο) 
ἐς 88 ρόγραμμα για την αγόπιυὶ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ο ΕΥΡΩΠΑϊΙΚΟ ΙΚΟ Τ. - 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
πο ποτ ο μεκὴ τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.4: Εὐδοξος, Ἰομές του Ὀαασθκίπα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
μ ρε ττε -... «2013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο . στοπαστσταστν 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«9227 ------- 


ὧα Τι είναι απόδειξη» 

« Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα µεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ὧωα Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ὥς Εὐδοξος, Τομές του Ποαοσκίπα. 

ὦα Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


«α Το πέμπτο αίτημα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραµμµα του Ηίρογί. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἔἼΛΛίὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἵἦὅ,ἶἷἶἐὥἔἤ 


«α Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Εὐδοξος απὀ την Κνίδο (408-355)(1) 
ο ----- 


Εύδοξος απὀ την Κνίδο (408-355) μαθηματικός, Φιλόσοφος, 
αστρονόμος, γεωγράφος. 

Πριν: Σύμφωνα µετην πυθαγὀρεια αντιμετώπιση η 
διαγώνιος και η ακµή τετραγώνου δεν είναι συγκρίσιµα. 
Ορισµός Ευδόξου: 

Δύο µεγέθη είναι συγκρίσιµα και σχηματίζουν λὀγο όταν 
(ακέραιο) πολλαπλάσιοτου ενὀὸς ξεπερνά το ἀλλο, 
(«Στοιχεία» του Ευκλείδη, Βιβλίο 5, ορισμός 4). 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εὐδοξος απὀ την Κνίδο (408-355)(2) 
ο ---- 


Παράδειγμα: 

1. μήκος ενὸς ευθύγραμμµου τµήµατος καιτο εμβαδὀν ενός 
σχήματος δεν συγκρίνονται μεταξύ τους. 

2. Η διαγώνιος και η ακµή του τετραγώνου σχηματίζουν 
λὀγο. 

Θα συμβολίσουμετον λὀγο ανάµεσα στα ακαιύῦ µεα:ῦ. 

Πότε είναι δύο λόγοι ίσοι} Πότε είναι δύο λόγοι άνισοιρ 

[τι είδους ποσότητες είναι οι λὀγοιρ) 

Παρόλο που διαφορετικού «τύπου» µεγέθη δε σχηματίζουν 

λόγο, μπορούμε να συγκρίνουµε λόγους, (ακόµα και αν αυτοί 

προέρχονται απὀ διαφορετικού τύπου μεγέθη). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Εὐδοξος απὀ την Κνίδο(3) 
σα -- 


Για να είναι α: ῦ -- ο: ἆ θα πρέπει για κάθε ζευγάρι (Τη, 1) 
ακεραίων θα πρέπει να ισχύει 


1. αν πια «τῦ τότε ᾖΊπιςσ « πα. 
2. αν Ίπα Ξ τιβ τότε ἍῄΊπεε πα. 
3. αν Ίπα ὸ 1ιῤ τότε ἍᾖΊῃς 25 πα. 


Προκύπτει ότι: 

Ανα:ὐ Ἄ ο: τοτε γιαςθ « α ισχυει ότι ο:ὐ Ξ ς:α. 
(Σήμερα θαλέγαµε:α:ὐΞ ς: ἆ αν και µόνο αν αα Ξ Όο) 
Είναι οι δύο ορισμοί ισοδύναμοι»ρ 

Γιατί δεν όρισε έτσι ο Εὐδοξος την ισότητα των λόγων» 
Τι προυποθέτει ο σύγχρονος ορισμός2) 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα 1 µετον ορισμό του 
Ευδόξου 


---.-.---.--ᾱ--ᾱ--...... 


Ισχύει ότι2:6 4: 8. 
» αν (τη,Ίι) ἐτσιώστε/{ιΦ « πθτότεΊα «21 καιᾖτιᾷ «1ι8. 
». αν (Ίι,Ίι) ἐτσι ώστε πιΦ Ξ πθτότεΊπι Ξ- 21 και {ιᾷ -- τι8. 


» αν (Ίη,Ίι) ἐτσι ώστε /τιβ 3» πθτότεΊπ 25 21 και ΊΙ4 Σ τιθ. 


πας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
35) 3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
πμ Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα 2 
σσ ω ---- 


Πρόταση: 

Έστω κύκλοι ςσκαι(, µε διαµέτρους ἄ και Ρ, εµβαδά α και 
Α. 

Τότε 


α:4 -- α”:. ΓΡ” 


[θα δώσουμε σκίτσο απὀδειξης της Πρότασης, για τη πλήρη 
απὀδειξη, βλ. Ευκλείδη, βιβλίο 12.) 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λήμμα (Εὐδοξος) (1) 
---------ω--------- 


». Λήμμα (Εὐδοξος): Αν από ένα µέγεθος αφαιρέσουμε ἑνα 
τµήµα µεγαλύτερο ή ίσοτου μισού του, και απὀ το 
υπόλοιπο αφαιρέσουμε πάλι τµήµα µεγαλύτερο ἡ ίσο 
του μισού του και αν συνεχίσουμε αυτή τη διαδικασία 
των αφαιρέσεων, θα καταλήξουμε σε μέγεθος μικρότερο 
απὀ οποιοδήποτε προκαθορισμένο μέγεθος του ἴδιου 
είδους. 

Το Λήμμα αποδίδεται και αυτό στον Εὐδοξο και είναι η 

Πρόταση 1 στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη, βιβλίο 10. (δηλ. 

δίνεται µε απόδειξη!) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 12 


]. Πανεπιστήµιο 


Λήμμα (Εὐδοξος) (2) 


Πρώτα δείχνουμε ότι ισχύει αντίστοιχο θεώρημα γιατα 
κανονικά πολύγωνα που εγγράφονται στους κύκλους. 


Προκαταρτική Πρόταση: Έστω δύο κανονικά πολύγωνα µε 
η ακμές, εγγεγραμμένα σε δύο κύκλους µε ακτίνα ἆ και 
και µε εµβαδά ΛΏῃ και Ρ/. 


Τότε 


μα πω ρα ον ον Ίων 
ο ε.. 


.. «4 Ἱ «ἆ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 


13 


Προκαταρτική Πρόταση 


Πράγματι, το εμβαδό ἔτου Ισοσκελούς 


Τριγώνου της εικόνας είναι | 


Έτσι αν έχουµε δύο όμοια ισοσκελή τρίγωνα µε πλευρές ἄ/2 
και [)/2 και βάσεις 26 και 26 αντίστοιχα, 


έπεται ότι 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Προκαταρτική Πρόταση συνέχεια 


----ᾱ-...... 


και άρα για τα εµβαδά τους { και Τ έχουµε τη σχέση 

ί α 

τ΄ ϱ2 
Τα κανονικά πολύγωνα που συγκρίνουμε εἶναι αθροίσµατα 
τέτοιων τριγώὠνων. 


Άρα ισχύει και ο ζητούµενος λόγος για τα εµβαδάτους. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Πρόταση γιατους κύκλους (1) 
µἔἼΙοΛΛΊἾἶω .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ. ἍἈ 


Πίσω στην Πρόταση γιατους κύκλους: Έστω κύκλοι ς και ϐ, 
µε διαµέτρους ἄ και {), εµβαδά α και Α. Τότε 


α:Α- 4: Ρ7 
Για τον λόγο α: Αἐχουμετρείς περιπτώσεις 
1, α. Α- αγ: Ρ” 
2 αἱ Ας ἆ. Ρ 
3 αἲ ΑΣ ἆ. Ρ3 


Θα αποκλείσουµετις δύο τελευταίες περιπτώσεις. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Πρόταση γιατους κύκλους (2) 


Έστω ότι 
α. ΑΣ 4”: ΓΡ”. 
Τότε υπάρχει α’ έτσι ώστε 
α-α.α;.Α Ξ- ἆλι ϱ3 
Θέτουμες εξ α-α'. ΕἘγγράφουµε κανονικἀ πολύγωνα στους 


δύο κύκλους. ' 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πρόταση γιατους κύκλους (3) 
σσ ------- 


Διπλασιάζουμε ταυτόχρονα στους δύο κύκλουςτις πλευρές των 
πολυγώνων «Κάθε Φοράπου διπλασιάζουµετον αριθµό των 
πλευρών, το εμβαδόν της περιοχής ανάµεσα στο κύκλο και στο 
πολύγωνο μµικραίνει. 
Κάποια στιγµή σύμφωνα µετο πρὠτο Λήμμα, όταν ο αριθµός 
ακμών Ίι είναι αρκετά μεγάλος θα ισχύει ότι 
α-Ώῃ«6δα-θρῃ«α-α95τῃτσρα 

Όμως 

Όημ:Β, Ξ ἆ θὔίξα’.Α 
Άρα 

Ρι ΣΑ Άτοπο[| 


πω Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 18 


ων Αριστοτέλειο 


Πρόταση για τους κύκλους (4) 


--ᾱ-.... 


Η ἀλλη περίπτωση 
α.Α « αξ: ϱ3 
γίνεται µε τον ἴδιο τρόπο (άσκηση). 
Να ελεγχθεί επίσης όὀτιτο εμβαδόν ανάμεσα στον κύκλο και 


το πολύγωνο µικραίνει τουλάχιστον κατά το 75 για να 
εφαρμοστεί το Λήμματου Ευδόξου. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Τελικά τι είναι οι πραγματικοί 
αριθμοί; 


Τελικά τι εἶναι οι πραγματικοί αριθμοί» 
Τι ακριβως είναι οι ἀρρητοι2 


Ο ορισμός των λόγωντου Ευδόξου ενέπνευσετον Ὀθδαςθικίπα 
στην προσπάθεια της αξιωματικής θεμελίωσης των 
πραγματικών αριθμών. 


Πως ορίζονται αξιωµατικά από το σύὐστηματων ρητών 
αριθμών οι πραγματικοί αριθµοίρ 


Είναι το ρίζα 2 «όμοιο» µετο π2 
ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 20 


3) Πανεπιστήµιο 


Πως ορίζονται αξιωµατικἀ απόὀτο σύστημα 
των ρητὠων αριθμών οι πραγματικοί αριθμοί» 


Τομέςτου Γοααεκίπαά (1831- 
1916) στους ρητούς: 
δηµιουργία των ἀρρητων 
(αξιωματική θεμελίωση) 


Εικόνα 1 


( -ν ν Αρ ο τεν ο ἱστορία των Μαθηματικών 
νο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης τν 


Τομές του Γοδασκίπα (1) 
σος -------- 


Ξεκινάμε απὀ το σύνολο των ρητὠν (στον κόσμο µας δεν 

υπάρχουν οι άρρητοι) και φτιάχνουμε τοµές δηλαδή 

διαµερίσεις του 06 σε σύνολα Α και Β µε κάποιες ιδιότητες 

που θα δούµε παρακάτω: 

Για παράδειγµα, η τοµή που θα αντιστοιχεί στην 

τετραγωνική ρίζα του 2 εἶναι η παρακάτω διαµέρισητου Ο: 

Αξ{χεοιχ «2λυίχεοικςκθοθλ ΕΞ ο0/Α 

Ιδιότητες: 

ο. το σύνολο Α δεν έχει μέγιστο στοιχείο ενώ αν Χ εἶναι στο 
Α και γ είναι μικρότερο του χτότε γ ανήκει στο Α. 

ο. Όλατα στοιχείατου Β είναι μεγαλύτερα αυτώντου Α 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2. 


Τομές του Γαδασκίπα (2) 
ἔτι. .Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅ,ἶἷ,.ἐ,ἤ 


Θεωρούμετο σύνολο των τομῶντου Α. 

Έστω (Α,Β) µία τέτοια τοµή. 

Αν το σύνολο Β έχει ελάχιστο (στους ρητούς) τότε η τοµή 
αντιστοιχεί σε αυτὀν τον ρητὀ. (Το σύνολο λοιπόν των ρητών 
µπορεί να θεωρηθεί ως υποσύνολο των τομωὠν). Αν όὁμωςτο 
Β δεν έχει ελάχιστο στους ρητούς, τότε η τοµή είναι κάτι 
καινούργιο: ένας άρρητος. Έτσι στο προηγούμενο 
παράδειγµα το σύνολο Β δεν είχε ελάχιστο στους ρητούς και 
ονομάζουμε την αντίστοιχη τοµή τετραγωνική ρίζατου 2. 

Οι πραγματικοί αριθμοί μπορούν να θεμελιωθούν ως 
τέτοιες τομές µε κατάλληλα ορισμένες πράξεις. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 23 


Ὀσαασθκίπα 


ΚόκκινοΑβξίχεο:ιχκ «2]υίχεοθ:ιακς 0) 


Μπλερ -- ϱ/Α 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 24 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ση) Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Ποια είναι η σχέση όμως µετον 


Εὐδοξο» 
ὅτι. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὅ,ἶ{,ἐ., 


Θατο δείξουµε γιατη ν2: 

Σύμφωνα µετη θεωρία των λόὀγωντου Ευδόξου, χωρίζουµε 
τις δυάδες (πι, πι) του Ν Χ Ν (αντιστοιχία µε ρητούς) σε δύο 
σύνολα. Τα σύνολα αυτά δίνουν και διαµέριση (τοµή (1)) των 
ρητών: 


Ένα σύνολο Λαν ν2πι « τιΙ δηλαδή αν 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 25 


Εὐδοξος και οι πλανήτες 
(Μεταφυσική του Αριστοτέλη) 


Μοντέλο για τη σελήνη Καμπύλη ιπποπέδης 


- 
“΄ 


{. Ζοαἱας Οτοιε ν 


Σφαίρες που ο άξοναςτης µίας είναι η διάµετρος 
της άλλης. Όταν περιστρέφεται η µία, περιστρέ- 
Φεται και ο άξονας της άλλης. 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλης 384 π.Χ. - 322 π.Χ. 
...-----......... 


Η αριστοτέλεια μεθοδολογία (ταξινόµηση, παρατήρηση, 
ανάλυση) θα υιοθετηθεί απ’ τον Ευρωπαϊκό Διαφωτισμό. 


Ο Αριστοτέλης ήταν κυρίως 
Φιλόσοφος και βιολόγος. 


Η µεγάλη συνεισφορά του στην 
εξέλιξη των μαθηματικών είναι 
οι βάσεις της λογικής που έθεσε 
και οι συνεχείς αναφορές σε 
μαθηματικές έννοιες και 
θεωρήματα. 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


27 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼίἾἶω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
---υ----υυἘ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

ὧωε Εικόνα 1: 'Βοασικίπα" ΟΥ ποῖ {οωπα -Π'ϊρ://αρενεγίἰαρς.ννθὈ.ΝεσΙεγαη.θαιι/ 
κ/νθςςου[ςες/20014/εΠεπι160Ο/01Ι/ΡΠοῖο (α[Ι6ιγ 5εἰεπςε/ΡεασΚκἰπα/ΕΓαπιοθςεῖ. 
Πἰπι. [Ιοθηςθα μπας Ριβίς ἀοπιαἰη νία ΙΛ ΙΚἰπιθαία (οπιπιοης - 
Πιίρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:0εααεκίπα.ΙρορΗπιεαἰανίδννει/ΕἰΙ6:0 
οασακίπα.ἱἰρορ 

ὧωε Εικόνα 2: "Αγὶςιοϊῖ[ο Αἰίοπιρς Ιηνθ575'" Ὀγ (οργ οἳ ἱγςίρρις - |αςίγονν (2006). 
ΙΙεθηςθα μπας: Ριβ[ίς ἀοπιαίπ νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊπΊοης - 
Πιίρ://εοπιπιομς.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:ΑγὶςϊοϊΙα Αἰίεπιρς Ιηνᾶδδ75.]ρρῆπια 
αἰανίδννει/Εί6:Αγὶςϊοῖιε Αἰίεπιρς Ιηνδδ75.ἱρς 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.4: Εὐδοξος, Τομές του Ὠδεαακίπα». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


Ξ«ΖΕΣΠΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ω 
ᾠπαπατπππκππαπα επ ος | (Κο ()(0) 


ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑῖκο ΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ ΒΥ ση 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.5: Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
μ ρε ττε -... «2013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο . στοπαστσταστν 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«9227 ------ 


ὧα Τι είναι απόδειξη» 

« Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα µεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ὧωα Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ὥς Εὐδοξος, Τομές του Ποαοσκίπα. 

ὦα Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


«α Το πέμπτο αίτημα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραµμµα του Ηίρογί. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-------ᾱ--........ 


«α Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Ευκλείδης (3325 - 265 π.χ.), 
(Αλεξάνδρεια) 


Έργα 

Στοιχεία 

Δεδομένα 

Φαινόμενα ή Σφαιρικά 
Οπτικά 

Κατοπτρικά 

Στοιχεία Μουσικής 
Βιβλίο περί διαιρέσεων 
Πορίσµατα 

Κωνικά 

Τόποι προς επιφάνειες 
Εικόνα 1 Ψευδάρια 

Μηχανική 

Περί βαρέων και ελαφρών σωμάτων 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


24) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Στοιχεία βιβλίο 2, πρόταση 5 
σσ -- 


Εικόνα 2 
(100 μ.χ. Ὀξύρρυγχος ) 


πω Αριστοτέλειο 


ο νἱ ἱστορία των Μαθηματικών 
το), Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
πα Θεσσαλονίκης 


Ραφαήλ (1453-1520) 


Εικόνα 3 
«Η σχολή των Αθηνών» (1510) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ον Θεσσαλονίκης 


Έργα του Ευκλείδη 


Έργα 

Στοιχεία 

Δεδομένα 

Φαινόμενα ή Σφαιρικάἀ 
Οπτικά 

Κατοπτρικά 

Στοιχεία Μουσικής 
Βιβλίο περί διαιρέσεων 
Πορίσµατα 

Κωνικά 

Τόποι προς επιφάνειες 
Εικόνα 4 Ψευδάρια 

Μηχανική 

Περί βαρέων και ελαφρών σωμάτων 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 19 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Στοιχεία του Ευκλείδη 
(«εισαγωγή στα μαθηματικά») 


σα -- 
Συλλογή απὀ 13 βιβλία-κεφάλαια: 
Παρουσιάζονται µε λογική σειρά οι βάσεις για τα στοιχειώδη 
μαθηματικά της εποχής: 
». Οιβάσεις για την αριθµητική (θεωρία αριθμών). 
ο. Γιατην γεωμετρία (σηµεία, ευθείες, επίπεδα, κύκλοι, 
σφαίρες). 
ο. γιατην γεωμετρική άλγεβρα. 
Το περιεχόµενο των Στοιχείων του Ευκλείδη στηρίχτηκε κατά ένα 
µεγάλο µέρος στο έργο προηγούμενων μαθηματικών. 
Όμως η διάταξη (σειρά) των προτάσεων (Φαίνεται να) οφείλεται 
στον Ευκλείδη ὀπως και πολλές απὀτις αποδείξεις. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Ύπαρξη άλλων «Στοιχείων» 
σος ------- 


Ο Ιπποκράτης της Χίου (470 π.χ-410 π.Χ.) είχε γράψει και 
αυτός (νωρίτερα) «Στοιχεία», όπως και άλλοι µαθημµατικοίἰ. 


Τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη ξεχώρισαν απὀτις παλαιότερες 
εργασίες χάρις στη λογική δοµή και μαθηματική 
αυστηροτητά τους. Έτσι τα παλαιότερα δεν αναπαράχθηκαν 
και σώζονται µόνο µέσα από τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


«Στοιχεία» 


----ὐ-) -...... 


ος Τα βιβλία 1-6 αναφέρονται στη στοιχειώδη γεωμετρία 


του επιπέδου. 
ος Τα βιβλία 7-9 αναφέρονται στη θεωρία των αριθµων. 
«ος Το βιβλίο 10 αναφέρεται στους άρρητους. 


ος Τα βιβλία 11-13 αναφέρονται στη στερεομετρία. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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13 βιβλία των Στοιχείων 


--....----ὐ- --....... 


Κάποια από τα Μαθηματικά αποτελέσµατα που περιέχονται 
στα 13 βιβλία των Στοιχείων αποδίδονται σε μαθη πο 
που έζησαν πριν τον Ευκλείδη. 


αα Στους Πυθαγόρειους και κυρίως στον Αρχύτα 


τον Ταραντίνο (42δ8 - 347 π.Χ.) «περιστερά» 


Εικόνα 5 


βιβλία 1,2,6,7,8,9,11. 
ος Εὐδοξος από την Κνίδο (408-355 π.Χ.) βιβλία 5, 12. 
ας Θεαίτητος ο Αθηναίος(417-369 π.Χ.) βιβλία 10,13. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


14 


Βιβλίο 1 έως 3 
ο ------- 


ο Βιβλίο 1: αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίας µε 23 
ορισμούς, 5 αιτήµατα και 9 κοινές έννοιες, (δηλαδή τα 
αιτήµατα και κοινές έννοιες αποτελούν αυτά που σήµερα 
θα λέγαμε στα αξιώματα). Ακολουθούν οι προτάσεις. Το 
βιβλίο τελειώνει µετην απὀδειξη του Πυθαγορείου 
Θεωρήματος καιτου αντιστρόφου του. 

ο Βιβλίο 2: Θεωρήματατης Γεωμετρικής Άλγεβρας 
(αποδείξεις αλγεβρικὠν ταυτοτήτων όπως α(0 -- ο) Ξ αὖ -- 
ας µε χρήση εμβαδώὠν). 

ο Βιβλίο 3: Ιδιότητες κύκλων. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Βιβλίο 4 έως 
------ὁο------- 


ο Βιβλίο 4: Κατασκευές (µε κανόνα και διαβήτη) κανονικών 
πολυγώνων, (3,4,5,6 πλευρές). Τελειώνει µετη κατασκευή 
του κανονικού 15-γωνου. 

ο Βιβλία 5 και 6: θεωρία των αναλογιών του Ευδόξου και 
προτάσεις Γεωμετρικής Άλγεβρας και ομοιότητα 
τριγώνων. 


ο Βιβλία 7,8,9: Θεωρία Αριθµων. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών -- 


Βιβλίο 10 έως 13 
ο ------ 


ο Βιβλίο 10: (το µεγαλύτερο και το δυσκολότερο). Με τη 
σηµερινή ορολογία: επεκτάσεις σωμάτων βαθμού 2 και 4 
πάνω απὀτους ρητούς, (θέµα παρουσίασης). 


ο βιβλίο 11: Βασικά Θεωρήματα στερεοµετρίας. 

ο βιβλίο 12: ὀγκους πυραμίδας, κώνου και σφαίρας. 

ο Βιβλίο 13: πλατωνικά στερεά. Για κάθε ένα απὀ αυτά 
υπολογίζει λὀγο ακµής µε ακτίνα περιγεγραμµένης 
σφαίρας. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Παρατήρηση για τα κατασκευάσιµα 
κανονικά πολύγωνα 


Το επόµενο κανονικὀ πολύγωνο 
µετά τον Ευκλείδη 
κατασκευάσθηκετο 1796 από 
τον ααιςς(1777-1855]:το 
κανονικό 17-γωνο. 


ο 
έε) 
5 
« 
ιω) 
τ 
τὰ 
ρα 
Ω 
- 
ρά 
μ, 
ρὰ 
« 
ου 


Υπάρχουν άλλα κατασκευάσιµα 
πολύγωνα2 Εικόνα 6 


(Θέμα παρουσίασης) 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 18 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αἰτήματα (Βιβλίο 1) (1) 
σσ -- 


». α͵. Αιήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον 
εὐθεῖαν γραμμἠν ἀγαγεῖν. 

» β’. Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ' 
εὐθείας ἐκβαλεῖν. 

» γ.. Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήµατι κύκλον γράφεσθαι. 

» ὃ. Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι. 

» ε. Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς 
καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ µέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἑλάσσονας ποιῇ, 
ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ' ἄπειρον συμπίπτειν, 
ἐφ' ἃ µέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
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ων Αριστοτέλειο 


Αίτηµα 4, Αίτημα 5 
---.-.---.-----....... 


Ορισµός 10 (ορθών γωνιών): όταν µία ευθεία τέμνει µία άλλη 
έτσι ὥστε οι εφεξής γωνίες να είναι ίσες, τότε οι γωνίες αυτές 
λέγονται ορθές και οι ευθείες κάθετες η µία προς την άλλη. 
Αίτηµα 4: όλες οι ορθές γωνίες εἶναι ίσες η µία προς την άλλη 
Αίτηµα 5: Αν µία ευθεία τέμνει δύο άλλες και σχηματίζει µε 
αυτές ένα ζεύγος «εντός και επί τα αυτά» γωνιών µε 
άθροισμα μικρότερο απὀ δύο ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται 
προς το µέρος που εἶναι αυτές οι γωνίες. 


«8 
«) ων. 
Εικόνα 7 πο... 


ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


20 


Πρόταση 14, βιβλίο 1 
π--------------ο.-----------εεε 


Επί της δοθείσης ευθείας 
πεπερασμένης τρίγωνον 
ισόπλευρον συστήσασθαι. 


Πρόταση 1, βιβλίο 1 -» Δ Α) Β Ε 


Έστω η δοθείσα ευθεία πεπερασμένη η 
ΑΒ. 
Δει δη επίτης ΑΒ..... 
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ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Πρόταση 1 Με πλευρά δοθεέν ευθύγραμμο 
τµήµα να κατασκευασθεί ισόπλευρο τρίγωνο 


Δίνεται το ΑΒ 

Κατασκευή 

» κύκλου µε κέντροτοΑ. 

» κύκλου µε κέντροτοβΒ. 

(ακτίνα ΑΒ) 

Έστω 6 το σηµείο τοµής. 

ΑΒΕ εἰναι ισόπλευρο τρίγωνο. 

Χρησιμοποιεί: 

1. Αίτηµα 3 (κατασκευή κύκλου). 

2. Αίτημα 1 (κατασκευή 
ευθύγραμµου τμήματος). 

3. Κοινή έννοια 1 (ίσα προς τρίτο 
και μεταξύ τους ίσα). 


Εικόνα 8 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 22 


Ευκλείδης (3325 - 265 π.χ.), 


(Αλεξάνδρεια) 


Έργα 


Στοιχεία 


Εικόνα 9 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


α 5. | ῤᾷ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Στοιχεία 
ο ς.ς.ςϐϐϐςςςς.υοο9227-------- 


ο. Βιβλίο 1: αξιωματική θεμελίωση της Γεωμετρίαςτου επιπέδου. 
(ξεκινά µε 23 ορισμούς, 5 αιτήµατα και 9 κοινές έννοιες͵). 

». Βιβλίο 2: Θεωρήματατης Γεωμετρικής Άλγεβρας. 

». Βιβλίο 3: Ιδιότητες κύκλων. 

». Βιβλίο 4: Κατασκευές κανονικὠν πολυγώνων. 

». Βιβλία 5 και θ: θεωρία των αναλογιώντου Ευδόξου. 

». Βιβλία 7,8,9: Θεωρία Αριθμών. 

». Βιβλίο 10: επεκτάσεις πάνω απότους ρητούς. 

». Βιβλίο 11: Βασικά Θεωρήματα στερεοµετρίας. 

ο. Βιβλίο 12: ὀγκους πυραμίδας, κώνου και σφαίρας. 

». Βιβλίο 13: πλατωνικά στερεά. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


αχ. λῇ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ὦ Οεσσαλονίκης 


.. Αριστοτέλειο 


Αἰτήματα (Βιβλίο 1) (2) 
ἼἾἶὅὁο.  Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅ,ἶἷἐὕἐὉ, 


α΄. Αιήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν 
γραμμἠν ἀγαγεῖν. 


β’. Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ' εὐθείας 
ἐκβαλεῖν. 


γ΄. Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήµατι κύκλον γράφεσθαι. 

δ᾽. Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ῖσας ἀλλήλαις εἶναι. 

ε.. Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ 
τὰ αὐτὰ µέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἑἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας 


τὰς δύο εὐθείας ἐπ' ἄπειρον συμπίπτειν, ἐφ' ἃ µέρη εἰσὶν αἱ τῶν 
δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 25 


Πρόταση 32, βιβλίο 1 
-υ------οολ--- 


Παντός τριγώνου µιαςτων 
πλευρών προσεκβληθείσης 

η εκτός γωνία δυσί τοις εντός 
και απεναντίον ίση εστίν, και αι 
εντὀὸς του τριγώνου τρεις 


ωε Το άθροισμα των γωνιών 
ενός τριγώνου είναι ίσο µε 


| .. δύο ορθές. 
γωνίαι δυσίἰν ορθαίς ίσαι εισἰν. 
Α Ε 
Ρ .. Δ 
.. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


26 


Πρόταση 47, 
(Πυθαγόρειο Θεώρημα) 


Εντοις ορθογωνίοις 

τριγὠνοις το απὀ της την 

ορθήν γωνίαν υποτεινούσης 

πλευράς τετράγωνον ἶσον Η 
εστίτοις απὀ των την ορθήν 
γωνίαν περιεχουσώὠν 
πλευρών τετραγώνοις. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


Πυθαγόρειο Θεώρημα 


Στο παραπάνω σχήµα: ΑΒΔΞΒΓΖ, ΑΒΔΞ1/2 κόκκινου ΒΔΛΜ, ΒΓΖΞ1/2 ΒΖΗΑ. 
Άρα ΒΖΗΑΞκόκκινο ΒΔΛΜ. Ψ 
ΑΓΚΘΞκόκκινο ΛΜΓΕ ΣΒΖΗΑΑΓΚΘΞΒΓΕΔ 


ο. ὺ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 28 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Γεωμετρική Άλγεβρα 
---.....------..---- 


πΡϱϐϱϐϱϐϱϐϱϐ“- Βιβλίο 2 
α(ὐ - ο -- ἆ - --«) 


(γενικευµένο παράδειγµα) 


α(δρ --  -- α) 
Ξ- αὐ -- ασ -- αα 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


αν ὴ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης 


Ξαὔ Ἔας-αα τι". 


Πρόταση 4, βιβλίο 2, Στοιχεία 
-------ω------ 


Πρόταση 48, βιβλίο 2, Στοιχεία: 
Αν ευθύγραμμο τµήµα διαιρεθεί 
απὀ σηµείο σε δύο τµήµατα, το 
τετράγωνοτου όλου τμήματος 
είναι ἰσο µε τα τετράγωνα των δύο 
8 τμημάτων και το διπλάσιο 
ορθογώνιο που ορίζουν τα δύο 
τμήματα. 
(α-- 9)2 Ξ αξ -- Ρ” -Ε 2αῦ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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ων Αριστοτέλειο 


Βιβλίο 2 
σος“ ςςςςςςςς 9227 ------- 


«αε Την δοθείσαν ευθείαν 7 Η 
τεµείν ὠστετο υπότης 
όλης καιτου ετέρου των 


Α Θ 8 
τμημάτων περιεχόµενον 

ορθογώνιον ίσον εἶναι τω - 

απὀ του λοιπού τµήµατος 

τετραγώνω. . “ἑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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Πρόταση 11, βιβλίο 2, Στοιχεία 
 σοἾὅὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἶ,.,ς 


Να διαιρεθεί δοθέν τµήµα ὠστετο ορθογώνιο που ορίζει το τµήµα 
και το ένα µέροςτου να είναι ισοδύναμο µε τοτετράγωνο που έχει 


πλευρά το άλλο µέρος. 


Ε ᾳ 
Η ι 

Ε 

σ κ. Ὁ 


Ὢν Αριστοτέλειο 
ΑΔ) 


η] Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


αία -- κ) Ξ κ 


Ερμηνεία: 
τµήµα ΞΑ6-α, 
ΑΒΡΕ τετράγωνο, 
χωρίζουµε ΑΒ σε ΑΗ και ΗΒ. 
θέλουμε το χΞΑΗ να είναι τέτοιο ώστε 
ΗΒΡΚ ΞΗ(ΓΑ. 
Λύση: 
Έστω Ετο µισότου Ας, 
ΕΓΞΕΒ 
ΑΕ(Η τετράγωνο 
τότε ΑΗΞΧ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


9 


Η προηγούµενη Πρόταση 
σσ ----- 


Η προηγούµενη Πρόταση δίνει 


Τη γεωμετρική επίλυση δευτεροβάθμιας εξίσωσης. 

Ποια είναι η κατηγορία εξισώσεων δευτέρου βαθμού που 
μπορούν να επιλυθούν γεωμετρικά σύμφωνα µε αυτή τη 
μέθοδο2 


Υπάρχουν ἀλλα τέτοια παραδείγματα στα Στοιχεία του 
Ευκλείδη» 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών . 


Βιβλίο 7, Βιβλίο 9 
-ς-9227-------- 


Βιβλίο 7 Θεωρία Αριθµμών Βιβλίο 9 


Όροι 


α’ Μονάς εστίν, καθ’ην έκαστον 


των όντων εν λέγεται. 


’ 


κ’. 
Οι πρὠτοι αριθμοί πλείους εισί 
παντός του προτεθέντος 
πλήθους πρὠτων αριθμών. 


β’ Αριθµός δετο εκ μονάδων 


συγκείµενον πλήθος. 


.. Αριστοτέλειο 


Β Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Υπάρχει άπειρος αριθµός πρὠτων, 
Βιβλίο 9, πρ. 20 


«Αν δοθεί οποιοδήποτε πλήθος πρὠτων αριθμών τότε 
υπάρχουν πάντα περισσότεροι απὀ αυτότο πλήθος» 


». Ορισµός 12: πρὠτος λέγεται ο αριθµός που μετριέται 
µόνο από τη μονάδα. 


ο. Απόδειξη µε γενικευµένο παράδειγµα [δίνονται 3 πρὠτοι 
και αποδεικνύεται ότι υπάρχει τέταρτος) και µε εἰς 
ἀτοπον απαγωγή. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Βιβλίο 12 
ἼἔἼΙἾἶἴω . Ἴ{ἄ{ἄἀἄ.ἼἄἼἄἼῴ{Έή 


α᾿ 6’ 
Τα εντοις κύκλοις όμοια πολύγώωναπρος Οι κύκλοι προς αλλήλους εισίν ως τα 
αλληλά εστίν ὡς τά απὀ των διαµέτρων απότων διαµέτρων τετράγωνα 
τετράγωνα. 


α. Α- α”. ϱ3 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 36 


Αίτημα 5 
-------.-.-.---...-..... 


ο. Αν µία ευθεία τέμνει δύο άλλες και σχηματίζει µε αυτές 
ένα ζεύγος «εντός και επί τα αυτά» γωνιών µε άθροισµα 
μικρότερο απὀ δύο ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται προς το 
µέρος που είναι αυτές οι γωνίες. 


Τι είναι ευθεία2 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


3/ 


Το 59 αίτηµα είναι ισοδύναμο µε τα 


εξής: 
---ρα ---- 


Μήπως στη πραγματικότητα το 59 αίτημα προκύπτει από 

τα άλλα 4 αιτήματα και µπορεί να παραληφθεί2 

Το 59 αίτηµα είναι ισοδύναμο µετα εξής: 

». στο επίπεδο, απὀ σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µόνο 
µία παράλληλος, {µία ευθεία που δεν τέμνει την 
αρχική). 

ο. οιγωνίεςσε ένα τρίγωνο έχουν άθροισµα δύο ορθές 
γωνίες. 

ο (και πολλές άλλες προτάσεις που αφορούν παράλληλες 
ευθείες). 


η ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔἼΛΙίἾἶω .Ἱ ἹἼ{Ἴ{ἄ.. ἍἈ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
ο τϱϱ-.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

«ὲ Εικόνα 1: "Ευς[ἰἀδιαϊιαοχίογα" Ὀγ ΡΠοΙορΓαΡρΗ ἴακθη ὈΥγ ΜαΓΚ Α. Ν/ΙΙςσοη 
(ΝΝΙςοη44691, Ώοραγίπιεηϊ ο{ (6ο19ΡΥ, ΤΠ6 ζο1ἱθ6ρο οἱ Μοοςίςγ). [1] - Οννη 
ΝΟΓΙΚ. 


«ας Εικόνα 2: 'Ρ. ΟΧΥ.Ι 29" ϱγ Ειε[ία - 
Πιίρ:// Νννν.ΠιαϊΗ.Ης.ς8/"σαςς/Ευωε[ἰα/ραΡρΥΓΙς/ἴῃ8.ΙρΡ. [ἰεθηςθα Πας 
Ριβ[ίο ἀοπιαίπ νία ΝΝκΙπιθαία (οπΠΊπΊοης - 
ΠΙτρ://εοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Ρ. ΟΧΥ. | 29.ἱρρηπιεαίανίενιαι/Εἰ6: 
Β. ΟΧγ. | 25.ἱρ8 

ως Εικόνα 3: '58βη7ΖϊΙο 01" ΟΥ Βαρήαε[ - οἴζεῃααά ἰορθί[μαι {Γοπῃ ναϊἰςβη.νᾶ. 
ΙΙεθηςθα μπας: Ριβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊπΠΊοης - 
Πτρ://εοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:5αηζίο 01.ἱρρΗπιεαϊανίδνναι/Εἰ]θ6:5α 


ηζίο 01.106 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ᾗ 3 Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
--ωωυκοομωυ......-- 


ὧωε Εικόνα 4: '54η7ϊο 01 Εις[ϊά" Ὀγ ΚαρῃαεΙ|-ΤΠίς ΠΙ6 ἰς |αεΚκίης ς5οµΓςθ 
[ηΤοΓΠιαϊἰΟοΠ. Ρί6ας6 θαἰῖ ἴΠίς Γ6'ς αθςεγἰρ{ίοι απΠπα ρΓονἰᾶθ α 5ΟἱΓ66.. [ἱεθηςθαᾶ 
μπαςθί Ριωβ/ίο αοηιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία («οΠΊπΊοης - 
Πἰτρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νκΙ/ΕἰΙ6:5αηζίο 01 Ειε[ία.ΙρρΗπιθαἰανίθννθι 


Εἰ6:5αηζίο 01 Ευωε]ία.]ρς 

«α Εικόνα 5: '"Ατοηγίας'. ΙΙοθηςθα µπασθί Ριβ[ίο ἀοπιαίηπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία «οπΊπιοης 
-Πιϊρ://οοπιπιοης.ινκἰπιααία.οΓΡ/νν]Κἰ/ 
ΕἰΙ6:Αγεηγίας.ΙρρΗπιεαϊανίεννει/ΕἰΙ6:Αγεηγίας.]ρς 

«α Εικόνα 6: 'οἴαπιρς Οἱ «6ΓΠΙ8ΗΥ (ΡΡΒ) 1977, ΜΙΝΙ 2215" ΟΥ Ηοεβρεἰαάεη νοη 
--Νἰρηϊιίήγει (ἴα|Κ) 18:24, 21 Νοναπιρει 2009 (ωΤ60) - Εἰσεηπει 5εαπ υπα 
ΒθααΓγροϊϊμηρ. [ἰεθηςθα μηαςθί Ρωβ/ίο αοπιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία «οΠΊπΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιΓρ/νκΙ/ΕἰΙ6:5ἵίαπιρς οἳ 6/ΠΙάαηΥ (ΩΡΒ) 1977 

ΜΙΝι 2215.ΙρρΗπιεαἰανίἰθεννεΓ/ΕἰΙ6:5ίαπιρς οἵ 6/ΓΠΙιάαηΥ (ΩΡΒ) 1977, ΜΙΝΙ 


2215.ἱ0Ρ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ο... µρς;ρ-:«64ρὐ-.. 


ὧωε Εικόνα 7: 'ΡαΓα[Ια ροςσϊιυ|αῖς ο" ϱΥγ 6054 - Εα!ϊῖ οἵ 
ηἰτρ://Ρ|.ννἰκἰρθαίἰα.οΓρ/ννἰκἰ/αΓα[ίκα: 
ΡαΓα[Ι6ἱ ροςϊι[αῖθ.ςενρ ὈΥ ἰ)ς6υγ:ΗαΓκοππθηΖ. Ιἰεθηςθα μΠας: (Γθαῖίνθ (οΠιΠπιοης 
Αἰἰγοιϊίοη-δΠαΓθ ΑίΚε 3.0 νία ΑΛ κιπιθαία (οππιοης - 


://ΓΟΟΠΙΠΊΟΗς.ΝΚΙΠιθαἰα.ΟΓ ΙΙ/ΕἰΙ6:ΡαΓα|Ιε| 
ΡαΓαΙ6εἱ ροσϊμαῖς 6Η.5νρ 
ὧωε Εικόνα 8: 'Ευε[ία {11 ὈΥ ΕΓασαυα - Οννη ννοΓΚκ. ΓΙοθηςθαά εΠαάςΓ Ραβ[ίς ἀοπιαίη 
νία ΙΛΙΚἰπιθααία («οππΊοης -ΠΙϊίρ://εοπιπιοης.νκἰπιθαίἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6: 


Ειειία |Ι96ς296ΒΟΙ1.ρηρΗπιεαϊἰανίεννει/ΕἰΙ6:Ειε[ία Ι96ς2256ΒΟΙ1.ρηΡ 
ὦωε Εικόνα 9: "Ευ[ιά" ΟΥ )μςίις ναη αοαηῖ ({. 1460-1480) - 
Πτίρ://ιννννν.αἰνναΖ.Παεῖ/ραπορῖϊϊοοη/ειε[ἰα/Ρἰδ81«129. ΙΙοθηςθά εµΠαεί ΡιΡΙἰς 


αοπιαίη νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπιπιοης - 
ΠΙτρ://εοπιΠΊοης.ννἰκἰπιθαἰᾶ.οΓσ/ννἰκἰ/ΕἰΙα:ΕικΙία.ΙρρΗπιθαἰανίανναι/Εἰα:ΕιΙἰα. 


1ΡϱΕ 
ο νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ο) 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.5: Ευκλείδης και τα Στοιχεία». Έκδοση: 
1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαϊίνθ (οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ἡ μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα 
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα οποία 
εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους ὀρους χρήσηςτους 
στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το 
έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθείἰ. 


[1] Ππιίρ://εγθαϊἰνθςεοπΊπιοης.ΟΓΡ/Ίἱοθηςες/Ώγ-ς5α/4.0 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά στην αρχαία Ελλάδα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ νό 

ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (Ρ(9) 

ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ λα κκ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ 8 ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΙΠΑἴΚΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί πμ σκην η Ὕμοσν 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 2.6: Το πέμπτο αίτημα και οι µη Ευκλείδειες 
γεωμµετρίες, το πρὀγραμµατου ΗΙ]ρογί. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
--- 2007-2013 (ος) (ϱ(9) 
ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  ΕεΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὥὅ,.,ἶ,ἶ,.,.,ὓ 


ος Τι είναι απὀδειξη» 

ο Πυθαγόρας, Πλατωνικά Στερεά, άρρητα μεγέθη, 
παράδοξα του Ζήνωνα. 

ο Τα περίφημα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας. 

ος Εὐδοξος, Τομές του Γοαασακίπα. 

ος Ευκλείδης και τα Στοιχεία. 


ας Το πέµπτο αίτηµα και οι µη Ευκλείδειες γεωµετρίες, το 
πρὀγραμµα του Ηἰρογί. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-------.---....... 


«ς Στην ενότητα αυτή δίνεται περιγράφεται η ανάπτυξη των 
Μαθηματικών στην αρχαία Ελλάδα σε αντιδιαστολή µε 
τα Μαθηματικά των Αιγυπτίων και Βαβυλωνίων, 
περιγράφεται η συμβολή των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
στην εξέλιξη των μαθηματικών, γίνεται η σύνδεση του 
πέµπτου αιτήµατος των «Στοιχείων» µετην ανακάλυψη 
των µη Ευκλείδιων γεωμµετριών, και γίνεται µία εισαγωγή 
στην ιδέα της πλήρης αξιωματοποίησης της Ευκλείδιας 
γεωμετρίας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πίσω στο βιβλίο 1 και στα αιτήµατα 


..-...---μμ-ὐᾱ-)-....... 


Είναι το 59 αίτηµα όντως αίτηµα και ὀχι πρόταση 2 

Η πρώτη φορά που το αίτηµα χρησιµοποιείται στα 
Στοιχεία εἶναι στην απὀδειξη της Πρότασης 28. 

{Η Πρόταση 28 λέει όταν ευθεία τέμνει δύο παράλληλες 
τότε η εξωτερική και εσωτερική γωνία επί τα αυτά είναι 
ίσες.) 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Αιτήματα (Βιβλίο 1) 
---.-..-.-.----....... 


.. α. Μπορούμενα ενώσουµε µε ευθύγραμμο τµήµα 

οποιαδήποτε δύο σηµεία. 

». β’.Μπορούμενα επεκτείνουµε ευθύγραμμο τµήµα. 

.». γ. Μπορούμενα κατασκευάσουµε κύκλο µε δοθέν 
κέντρο και δοθείσα ακτίνα. 

. ὃδ.Όλεςοιορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους. 

.. ε’. Εάν ευθεία τέμνει άλλες δύο κατἀ τέτοιο τρόπο ὥστε 
οι «εσωτερικές» γωνίες να δίνουν άθροισμα μικρότερο 
των δύο ορθώὠν τότε οι ευθείες τέμνονται προς αυτή τη 
κατεύθυνση. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αίτημα 5 
...---.- ο... 


.. Αν µία ευθεία τέμνει δύο άλλες και σχηματίζει µε αυτές 
ένα ζεύγος «εντός και επί τα αυτά» γωνιών µε άθροισµα 
μικρότερο απὀ δύο ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται προς το 
µέρος που είναι αυτές οι γωνίες. 


Τι είναι ευθεία2 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Το 59 αἰτημα 
--..------...--- 


». το5Ώ αίτηµα εἶναι ισοδύναμο µετα εξής: 

Στο επίπεδο, απὀ σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µόνο µία 
παράλληλος, (αξίωμα του ΡΙαγίαἰΓ (Πρόκλος)). 

Οι γωνίες σε ένα τρίγωνο έχουν άθροισµα δύο ορθές 
γωνίες. 

(και πολλές άλλες προτάσεις που αφορούν παράλληλες 
ευθείες). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 10 


Πρόταση 
----ᾱ-........ 


Από σηµείο εκτὀς ευθείας µπορεί να κατασκευαστεί 
(μοναδική) παράλληλος προς δοθείσα ευθεία. 


Έστω / δοθείσα ευθεία, Ρ σηµείο εκτόςτης |, 

Φέρουμετη κάθετο προςτην / απὀτοΡ, έστω ευθεία /'. 
Στη συνέχεια φέρουμε κάθετο προςτην /΄που να περνάει 
απὀτο Ρ. Είναι η ζητούµενη παράλληλος (γιατί) και είναι 
μοναδική (γιατί). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


11 


50 αίτημα 
αίτημα των παραλλήλων 


Το πέμπτο αίτηµα είναι γνωστό και ὡς αίτημα των παραλλήλων. 


Για να αποδείξει ο 5αεεῄεΓἰ (1667-1733) το πέµπτο αίτηµα 
εφάρμοσε τη µέθοδοτης επαγωγἠς σε άτοπο. 

Δηλαδή προσπάθησε να απορρίψει τις εξής προτάσεις: 

. Από σημείο εκτός ευθείας δεν μπορούμε να φέρουμε ευθεία 
παράλληλη προςτην ευθεία. 

. Από σηµείο εκτὀς ευθείας μπορούμε να φέρουμε 
περισσότερες από µία ευθεία παράλληλες προς την ευθεία. 

Ο 5αεςεηεΓἰ εἰδε ότι υπάρχει σύνδεση ανάµεσα στο δεύτερο και 
στο πέµπτο αίτηµα..(Αν µία ευθεία µπορεί να επεκταθεί 
επάπειρο, τὀτετο άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου δε 
µπορεί να ξεπερνάτις δύο ορθές.) 


πως Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 12 


τον Αριστοτέλειο 


| απιοσαΓγίῖ και Ὀ΄ ΑἰαοπιρεΓί 


Εικόνα 1 Εικόνα 2 


Ιαπιρεγί (1728-1777) (π είναι άρρητος) Γ΄’ Αἰεπιρεγί (1717-1783) αποκάλεσε το 
ζήτημα της αποτυχημένης προσπάθειας. 


1766 (άθροισμα γωνιών τριγώνου και ) | 
ο αμα ο Το σκάνδαλο των μαθηματικών! (14767) 


εμβαδού). 


πτος 


ἱστορία των Μαθηματικών 
. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


τα 


Ι6ρθπαΓθ 


Εικόνα 3 Εικόνα 4 
ἱΙ6ρθοηα[ς 1752 -- 1833 (40 χρόνια σε 
αυτό το πρόβλημα) 
απέδειξε ισοδυναμία µε άθροισμα 
γωνιών σε τρίγωνο 190). 


Λάθος εικόνα του Ι6ρθηα{θ 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὁἩ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


14 


Καινούρια γεωμετρία 


--.-.--.--ᾱ- -...... 


Καινούρια γεωμετρία 
(αιιςς (19105), 1832 Βο]γαί, 1829 ΙοβραεΠοανςκγ 
Υπερβολική γεωμετρία: 


Στο επίπεδο, από σηµείο εκτός ευδείας διέρχονται δύο 
ευδείες που δεν τέµνουν την αρχική. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 15 


π 
ον 
Αλ ο ὴ 
η ΑΙ] 
αμ] 


Υπερβολική γεωμετρία 
------ὁο------ 


Υπερβολική γεωμετρία: 


στο επίπεδο, απὀ σηµείο εκτός ευθείας διέρχονται δύο 
ευθείες που δεν τέµνουν την αρχική (δηλαδή οι δύο 
ευθείες εἶναι «παράλληλες» προς την αρχική) 


Ισχύει ότι 


το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι μικρότερο 
των δύο ορθὠών και ότι 


τα όµοια τρίγωνα είναι ἰσα! 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 16 


(σθιςς 


(αιιςς (1810, σημειώσεις 
που δε θέλησε να 
δημοσιεύσει, (1777 - 1855)) 


Εικόνα 5 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


ν Αριστοτέλειο 
24) Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εικόνα 6 


|οΏαςΠενςκγ 


Ιοβραε[ανςΚκγ (1829, στα 
ρωσικά σε µικρή τοπική 

πανεπιστημιακή έκδοση 
(1792-1856) 


Ξανά το 18540 πιο αναλυτικά. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Εικόνα 7 


ρω Αριστοτέλειο 
3) Πανεπιστήµιο 


7. Θεσσαλονίκης 


Βο]γαί (1832 (1502-1860)) 


Παράρτημα σε βιβλίο του 
πατέρατου. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΡοίηςαΓθ - Υπερβολική Γεωμετρία 


-------------.- 


Μοντέλο του Ροίΐηςα[ε (1954-1892) γιατην Υπερβολική Γεωμετρία: 


Υπερβολικό επίπεδο: σηµεία στο εσωτερικό κύκλου. 
Ευθείες στο Υπερβολικό επίπεδο: διάµετροι και τόξα άλλων κύκλων 


που τέµνουν κάθετα τον αρχικό. 


Παραπάνω βλέπουμε 2 ευθείες που 
τέμνονται και είναι «παράλληλες» προς 


Εικόνα 8 Ι 
τριτη. 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών ” 


Θεσσαλονίκης 


Εςε[αί καιτο υπερβολικὀ επίπεδο. 


Στο έργο «Παράδεισος και 
Κόλαση» (1960). Όλοι οι άγγελοι 
και όλοι οι διάβολοι είναι ίσοι. 


ρΏρ/Ηγρογβρο[ἰς «θοπιεῖ(γ 


Εικόνα 9 


Ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης 


ηἰτρ://8ιἱθ{.ςΙμ.θοαια/αςεΠαθΓ/ἱπαάαΧχ. 


ΒἰίσπΊαπη (1526-1866) 


Ελλειπτική γεωμετρία, (1854). 


Δεν υπάρχουν παράλληλες 
ευθείες. 

Είναι αναγκαία η τροποποίηση 
του δεύτερου αιτήματος, (βλ. 
5αςζΠθ6Γ!) ως εξής: 


Κάθε ευθεία γραµµή έχειτο 
ίδιο πεπερασμένο μήκος. 


Εικόνα 10 


Το άθροισμα των γωνιών ενός 
τριγώνου είναι μεγαλύτερο 
των δύο ορθων. 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Ἑ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 
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Εθ[Ιχ ΚΙδίη 


Η επιφάνεια µίας σφαίρας: 
Τα αντιδιαµετρικά σηµεία ταυτίζονται 
και αντιστοιχούν σε ένα ελλειπτικό 
σηµείο. Εικόνα 11 
Ευθείες είναι οι «μέγιστοι κύκλοι» της 

σφαίρας (που έχουν ακτίνα όσο η 

ακτίνα της σφαίρας). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
73) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
ον  Οεσσαλονίκης 
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Γανία Ηἰροογί: 1962-1943 
Γερμανία (1) 


Στη Θεωρία των αναλλοίωτων ο 
Ηἰοεγῖ το 1988 έδωσε µη 
κατασκευαστική απόδειξη για την 
ύπαρκη πεπερασµένου συνόλου 
γεννητόρων. 

Για αυτήν την απὀδειξη ο (Ξογαβη 
είπε: «ῆας ἰςί πἰεῃί Μαἰβοηιαϊίκ. 
Πας ἰςί ΤῃεοΙοοίθ». (απορρίπτοντας 
την πρὠτη φορά την εργασία στο 
Μαϊ. Αηποα[6η). 


Εικόνα 12 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἑ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 
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Γανία Ηἰροογί: 1962-1943 
Γερμανία (2) 


Η συλλογή 23 προβλημάτων που 
παρουσίασε το 1900 στο διεθνές 
συνέδριο σο Παρίσι (υπόθεση του Βἰ6π- 
ΠΊΔΠΗ, (αοἰάραςΠ) σημάδεψε την εξέλιξη 
των Μαθηματικών. Δούλεψε στο 
Πανεπιστήµιο του αὐΏϊπροη απὀτο 1895. 
Επέβλεψε 69 ΡΗ.Ὀ.,(ανάµεσα σε αυτούς Ε. 
Βαγηςίθίη, Η. ΙΛ6ΥΙ, Ε. (οιγαηϊ, Ε. Ηεςκθ) 
και επηρέασε πλήθος άλλων όπως Ε. 
Εικόνα 13 ΖαΓΠηεΙο, |.νοη ΝΘΙΙΠΙΑΠΗ, Ε. ΝοαῖίΠεγ. 


. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


αχ. Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γανία ΗΙρογί: 1862-1943 
Γερμανία (3) 


Συλλογή 23 προβλημάτων το 1900 στο 
διεθνές συνέδριο στο Παρίσι (υπόθεση 
του ΒΙΘΠΊΠΊ8ΗΗ, «οαβαςῇ) 


Πανεπιστήµιο του αὐΏῖπροη απὀτο 1895 


69 Ρῃ.Ὀ., (ΕθΙἰχ Βαγηςϊθίη , Ηθ[πιαπη ΙΛΙΘΥΙ 
ΒἰεΠαΓά (οιγαηῖϊ, ΕΓΙεΠ Ηθεκα, ...) 


Επηρέασε: 
Εγηςί Ζθγηηε|ο, 1οηη νοη ΝΘΙΠΙΑΠΗ, ΕΠΙΠΙΥ 
Εικόνα 14 ΝοοαίῃεΓ.... 


Ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


. Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 26 


Κενά και ελλείψεις στα «Στοιχεία» 
--ὔ- ο 27------ 


Μελετώντας τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη πιο προσεκτικά, 
βλέπει κανείς ότι υπάρχουν κάποια κενά και ελλείψεις 
(χρειάζονται και άλλοι ορισμοί και αξιώματα). 


Ενδεικτικά: 
Πρόταση 14, βιβλίο 1: Για την κατασκευή ισόπλευρου 
τριγώνου. Γιατί οι δύο κύκλοι τέμνονται» 


Πολλές αποδείξεις βασίζονται στη διαίσθηση ή στο σχήμα. 
Αυτὀ έγινε περισσότερο αντιληπτό µετην ανακάλυψη των 
µη Ευκλείδειων Γεωμετριών. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2/ 


Πλήρης αξιωµατοποίηση της 
Ευκλείδειας γεωμετρίας 


Πλήρης αξιωµατοποίηση της Ευκλείδειας γεωμετρίας 
επιχειρήθηκε από τον Ηἱ]ροαγῖ το 1899 στο βιβλίο του 
σγµηαίασεη ἄοι σθοπιαἰγΓίθ (βάσεις της Γεωμετρίας). 

Πρότεινε 21 αξιώματα: αξιώματα σχέσεων, διάταξης, ισότητας, 
συνέχειας και το αξίωμα των παραλλήλων. 

Άφησετις έννοιεςτου σηµείου, ευθείας, επίπεδο χωρίς να τις 
ορίσει. Καθόρισε ὁμωςτις μεταξύ τους σχέσεις. Συνολικά 
χρησιμοποίησε 9 «πρωταρχικές έννοιες» απότις οποίες θοι 
βασικές σχέσεις (όπως ανήκει και ισότητα). 

Το 1902 αποδείχτηκε ότι ἑνα απὀ τα 21 αξιώματα ήταν περιττὀ. 


ον ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 28 


Πρόγραμμα του Ηίροεγτί 
«μεταμαθηματικά» 


1920: πρὀγραμµατου Ηἰρετί Ξ«μεταμαθηματικά». 

Ἠθελε να δείξει ότι 

1. Όλα τα μαθηματικά παράγονται απὀ ένα σωστά 
διαλεγµένο πεπερασμένο σύνολο αξιωμάτων και 

2. Ἐνα τέτοιο σύνολο αξιωμάτων µπορεί να αποδειχθεί ότι 
είναι συνεπές 


όμως 


το 1931 ο αοάε6| µετο Θεώρημα της 
µη πληρότητας απέδειξε ότι είναι αδύνατο 


να αποδειχθεί η συνέπεια ή ασυνέπεια. Εικονα 1» 


| Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/4) 
ο «ο ου -υὺ- 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 
ᾳὲ Εικόνα 1: 'Ηιαπιρογ!". ΙΙεθηςαά μπας Ριβ/ίο ἀοπιαίη νία ΑΛ Ικἱπιεαἰα 


(οπιπιοης - ΠΙῖρ://εοπηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οΓρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΙΗΙ απιθεγί.ΙρΡϱΗ 
πιθαἰανίδνν6ι/ΕἰΙ6:]ΗΙ απιροεΓῖ.]ρς 


ο. Εικόνα 2: "Αἰοπιρεγῖ' Ὀγ Μαμγίοες ΟΩµεηίίη ἀθ [4 ΤοιΓ - Πἰαάί6ι Ώεςεοιθης 
2002. ΙΙεθηςθα μηαςι Ρμβ[ίς ἀοπιαίη νία ΛΝΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννκί/ΕΙΙ6:Αἰεπιρεγῖ.]ρρσηπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:Αἱ6 
πιραγῖ.]ρς 


ο. Εικόνα 3: "Ιορεπάτα" ΟΥ )μΙίεη-ἰ όοροἰά Βοϊ!!γ - 
Πιίρ://ΝΝνν.ΠιΠθΓίζ8Π8.ΟΟΠΙ/8ΗΠ5ΝΝ6Γ/ΓΘςΟΓά.ΠἴπιΠΙ6ρεηα{6 ννηθΓε ἵῖ ννας 
εΓορραα {Τοπ Π6Γ6. [Ιεθηςθα μπας Ριβ[ίς ἀοηιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οπΊπιοης - 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/4) 
---υ-υ-υ--ϱὨυ- 


σὲ Εικόνα 4: "Ιομίς Ιορεηα({α" ὈΥγ ΕΓαηςοἰς δέγαρΗἰη Ὀδίρεεῃ - ποῖ Ρίνεῃ. ΙΙοεθηςθα 
μπας: Ριβ[ίς αοηπιαἰπ νία ΝΝΙΚἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νκΙ/ΕἰΙ6:Ι ουίς | 6ραηαΓθ.ΙρρΗπιθαἰανίθννι/Εἰ! 
6:| ομἷίς | ορθηα/Γ6Θ.ΙρΡ 

αὲ Εικόνα 5: 'Βοηάϊχοῃ - (αΠ! ΕγἰοάγἰεΗ ααμ/δ, 1828" ΟΥ δἱορ[γίεα Πεῖιεν Βαεπαϊχεη 
-ριβ[ίσηςθα ἱπ "Ασιγοποπιίςσεμς ΝαςεμγἰςΠίθη”" 1828. ΓΙεθηςθα μπας: Ριβ|ἱς 
αοπιαἰπ νία ΛΛΙΚΙπιθαία («οπΊπΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιρ/νκί/ΕἰΙ6:Βαπαίχθη - 


(αι ΕγἰεαγίἰεΏ (αδι90(32609Ε, 1828.ἱρρηπιααίανίεννεΓ/Εί]6:Βεπαϊχεη - 
(αγ ΕΓἰθαΓίεη (αιιος3569Ε, 18528.ἱρρ 
αὲ Εικόνα 6: "ΙοβαεΠμενςΚκγ 03 εΓορ" ΟΥ |6ν Κγίµκον ({αἴπεγ); εΓορραα ὈΥγ Βεγοπά 
ΜΥ Καεη(ίαιϱ17:10, 27 Ιαπάβγ 2011 (ὐΤΟ)- 
Πιίρ://οςεΖγ.ΟΙοΡ.Γ/ΡγεαΓΞ2009διΠπΙοΠΙΏΞ11. [Ιοεθηςθά µπΠαςεί Ρωβίἰς ἀοπιαἰη νἰα 
ΝΝΙΚἰπιθαία (οπήπιοης- Πῖρ://οοπΊπΊοης.νἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκΙ/ΕΙΙ6:ἱ οραεῄῃενς|« 
«03. εγορ.]ρϱΗπιεαἰανίδνν6ι/ΕἰΙ6:ἱ.ορδεΠενςκγ 03 οΓορ.]ρς 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/4) 
ας μυ ἱύέ 56 6 .6ρ.-..-. 


αε Εικόνα 7: ']αποςβο]γαί". [ἰοθηςθα παει Ρωβ[ίς αοπιαἰη νία ΛΙΚΙπιααἰα 
(οπιπιοης - 
ΠΙΙρ://εοπιπποης.νἰκἰπιθαἰα.οιρ/νν]κί/ΕΙΙ6:|αποςΒο]γαί.]ρσΗπιθαίἰανίδννοι/Εἰ6:| 


ΔΠΟΞΒΟΙγαἰ.ΙρΡ 

αὲ Εικόνα 8: 'Ηεηγί Ροϊπεβιθ"'. ΙΙο8ηςθα εΠαει Ρωβ[ίς ἀοπιαἰῃπ νία ΝΝΙΚΙπιθαἰα 
(οπππιοης -ΠΙϊρ://οεοπΊπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6: 
Ηεηιί ΡοἰπεαΓα.]ρρΗπιεαίανίδνναεΓ/ΕΙΙ6:Ηεηγί Ροἰηεα[6.]ρ6 

ᾳαὲ Εικόνα 9: 
πιρ://ΘθιθΓ.ς]μ.θαιι/αοςεΏθΓ/μρἱοαα/αΓςμἱνε/ο/0Θ6/20080415193200161Γε|6- 
μπτίτ-ΙΝ.]ρς 

ᾳαὲ Εικόνα 10: "ἄθοιρ ΕΓἰαάΓΙςΙ ΒαογηµαΓγά ΒἰΘΠΙΒΗΠ" Ὀγ ΤΠίς Π6 ἰς Ιαεἰκίπρ αιΙΤΠΟΓ 
ἱη[ογπιαϊίοι. - Πἴῖρ://ΑΝνννν.ςἰ|.σἰ.δαιμ/αἰἱρίϊα|ςο|ἱ6οῖίοις/ηςῖ/ςεἰδητί[ίς- 
ἰασεητίῖγ/αχρἰοΓθ.Πῖπι αεεογαϊηρ ἵο ἵης ἄθ6ΓΠΊαη ΑΜΙκΙρεαϊία. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
λ 


δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/4) 
--- ου Ἐ-. 


ως Ιἰοεθηςθά µηαςι Ριβἰς ἀοπιαἰη νία ΜΛΙκἰπιθααία 6οπήπιοης - 


η.]ρορΗπιααἰανίθνναι/ΕἰΙ6:ἄ6οιρ ΕΓἰδ6άΓΙΕηΠ Βα[γπΏῃβΓά Βἰθ6ΠΊΔαΠΗ.]ρ6 
αι Εικόνα 11: '"Εδίἰχ ΚΙαἰμ"'. [Ιεθηςθα ωπαςι Ρις ἀοπιαίη νία ΝΛ/κίπιθαἰα 


πιθαἰανίεννε/ΕἰΙ6:Ε6Ιἰχ ΚΙαείπ.]ρος 
οὲ Εικόνα 12,13,14: "Ηϊ]ρογῖ". ΙΙεθηςθα μπας: ΡιβΙίς αοηιαἰπ νία ΑΛ ΙΚἰπιθαἰα 


πιθαἰανίεννει/ΕἰΙ6:Ηἱ]οογῖ.ἰρσ 
σὲ Εικόνα 15: "Κιτ ρόςεΙ". νία ΛΙΚἰρααϊία - 


πτίρ://6εη.ννἰκἰρεαἰα.οΓρ/ννἰκϊ/ΕἰΙ6:Κωγῖ ϱνος39οβθαεΙ.Ιρρμηπιεαίανί6ννει/ΕἰΙ6:Κµ 
πι ϱνος32οβθαεἰ.ἰρ6 


πο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 2: Τα Μαθηματικά 
στην αρχαία Ελλάδα. Ενότητα 2.6: Το πέμπτο αίτηµα και οι µη 
Ευκλείδειες γεωµμετρίες, το πρὀγραµµατου Η[ροεγι.». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰᾶςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 3: Αρχιμήδης 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΛΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
επέγόυσγι 6τχιν κοινωνία Ἔγις χγιώς 2007-2013 
ηΞΒ οσα πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΑΙΔΕΙΑΣ δ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. - . πο 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΦΚοῖθ 


ΒΥ 9Α 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 3.1: Αρχιμήδης 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΛΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
επέγόυσγι 6τχιν κοινωνία Ἔγις χγιώς 2007-2013 
ηΞΒ οσα πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΑΙΔΕΙΑΣ δ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. - . πο 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΦΚοῖθ 


ΒΥ 9Α 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
Λίο ”ϱςσἧὑὉὁ ..... ἹἼ{ἄἼἄ.Ἴἶ 


ο Αρχιμήδης. 
«ως Η μέθοδος: σφαίρα και κύλινδρος. 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


..-..-.---ᾱ--..... 


ὧα Στην ενότητα αυτη παρουσιάζεται η συμβολή του 
Αρχιμήδη στην εξέλιξη των μαθηματικών και η 
«μέθοδος» του Αρχιμήδη για την ανακάλυψη 
θεωρηµάτων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αρχιμήδης 28/ π.Χ. -212 π.Χ. 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ροππθηίσο Εθίίί 1620 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εἰε[άς πιθοσαα| προτομή, 
κύβος-«κύλινδρος 


Εικόνα 3 Εικόνα 4 
"Εἰο[άςΜ/δαα|Εγοηῖ” "Ειε|άςΝ]οσαἱβας[κ'' 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εἰθίᾶς πιθςα| 


-....-μ--ᾱ-)--..... 


Εἰοίάς πιοάαΙ! (το Νοβρε[ των μαθηματικών): 1936, 1950 και 
κάθε 4 χρόνια (σε κάποιον ηλικίας «40 ετων) (15.000 
καναδέζικα δολάρια). 

Άλλα βραβεία: 

ΑΡ61Ι ριϊζα: Νορβηγία, απὀτο 2003, κάθε χρόνο, (περίπου 1 
εκατομμύριο δολάρια). 


(Πογη΄ς ργἱζ6: Ιηϊθγηαϊίοπα| ΜαϊΠδηιαϊίσαἱ πίοη (ΙΜΙ) κάθε 
4 χρόνια, (250.000 αμερικάνικα δολάρια). 


ρρος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Η υπόθεση του Βἰθ6ΠΊαπη (1) 


--ᾱ-..... 


Εικόνα 5 


ἵμπων Αριστοτέλειο 
Φὼ ν 
ν) Πανεπιστήµιο 
7 Θεσσαλονίκης 


Παρένθεση: Το ένα εκατομμύριο 
δολλάρια, η συνάρτηση ζ{(5) του 
ΒἰΘΠΊαΠη (1826-1866) και η 


Κατανομή πρὠτων αριθμών (1859). 


Η υπόθεση του ΒΙΘΠΙΔΠΗ: 
τα «μη τετριμµένα μηδενικά» της 


ζ(5) έχουν τη µορφή : Ἔ ἱί ὀπου ἰ 


πραγματικός. 
2 ο (--1)1 31 
ί η 7) ο λ τὸ 
1ΙΞΊΙ 
1 1 1 
πο 25 3 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 


Η υπόθεση του Βἰθ6ΠΊαπη (2) 


---.-.--.--ᾱ-...... 


Όταν κε(ς) »1 - 


ον Π 1 1 1 
Λ. Γρ 1-25 1- ας Τρ 


ϱ ργίπιθ 


Και όταν 0 «Κε(ς) « 1 ισχύει 
ζ(9) -- 21π5-Ί τς τα --)ζ(1 -- 5) 


[τας Ξ --2,--4,... µηδενίζουν την και είναι τα τετριµµένα 
μηδενικά της). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Παρένθεση: το ἑνα εκατομμύριο δολλάρια 
και η εικασία του ΡοίπεαΓθ (1904) στη 
Τοπολογία 


μ.. 


Ρ6/6ΙΠΊ8η (1966-) Ρωσία 
2002 {η απὀδειξη) 
2006 {η αποδοχή) 
2006: Εἰείας πιθαααι(αρνήθηκε) 
2010: βραβείο 1,000,000 5 
(14γ Ιηςιϊτωῖς (αρνήθηκε) 
(Θέμα παρουσίασης) 


Εικόνα 6 


ῥῳπςν ἈΑριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ή, Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης . 


Αγεηπίπιθας (1) 


Ν 


1.Ρ.Φ.5. ΒΟΜΑ- 1983 


Ε.ΡΟΝΝΙΝΙ 
πα παπα ο. --. 
αμ οπασα σα ωμῳωῦι 2ο 


πα ο νο  Ἡν Ἡ Ἡν Ὁν Ὁν ν ν. 
ο Αι - π Ἡ - 


ο τα Ὢ 


Εικόνα 7 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ων 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αγοπίπιασς (2) 
--------- κ τπτ 


ΕυΒΟΡΑ «ΕΡΤ 1983 


ἐν- 


ΛΛΙΝΙΚΙ ΗΜΟΚΡΑΤΙΑ 88 


Εικόνα ὃ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


45 


Αγεπίπιαας (3) 


-.. 281-212 εὖ, 


ιροβηηηἡ 


”υονυυυυσυσυυυα 


υὓό ΟΝΙΝΤ ΝΝ5 


ΙΡζ5.1Φ82 Αα. ττονει. 


τν 
ο 
ο, 
« 
κ Ἱ 
“ 
. 
ν 
5 

ο 
τς 
ας 
1 
« 
Γ. 
ο νὰ 


υυυυσυυσυυσυνιω, 


Εικόνα 9 Εικόνα 10 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 16 


Εύρηκα, Εύρηκα 


Η ιστορία µετο χρυσό καιτο στέµµατου Ιέρωνα 


| ως Το στέµµα ἐχειτο σωστό 
βάρος: ὀσοτο χρυσό που 
δόθηκε για να Φτιαχτεἰ. 


ὮὪ 4 


ως Είναι όὀµως ολοκάθαρο 
χρυσόρ 

«ως Έχει το σωστό ὀγκο2 

ωε Πως μπορούμε να 
υπολογίσουμε τον ὀγκο 
του στέµµατος» 


ἱστορία των Μαθηματικών 17 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αρχή του Αρχιμήδη στην 
υδροστατική 


Κάθε σώµα που βυθίζεται µέσα σ΄ ένα 
υγρό χάνει τόσο απότο βάροςτου, 
ὀσοτο βάροςτου υγρού που 
εκτοπίζει. (Αρχή του Αρχιμήδη στην 
υδροστατική). 

Το βάροςτου υγρού που εκτοπίζεται 
είναι ανάλογο του ὀγκουτου. 

Ο ὀγκος του υγρού που εκτοπίζεται 
είναι ίσος µε τον ὀγκο του σώματος 
που είναι βυθισμένο. 

Έτσι βυθίζοντας σώματα σε υγρό 
μπορούμε να υπολογίσουµετον ὀγκο 


ο Υπ 


ώμο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 18 


Εικόνα 11 


Η έλικα του Αρχιμήδη 


Για την άρδευση στην 


Αίγυπτο. 


Αεοπιμιόσαη ποτε. 


Εικόνα 12 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
«πηπη ) Θεσσαλονίκης 


Αν 


ὅ 


τν) 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εφαρμοσμένη μηχανική 


Άρπαγας 
Εικόνα 13 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


20 


Κάτοπτρα του Αρχιμήδη (1) 


(αἰμ[ίο Ραγἱρβὶ (1571-1635) “1600 
Εικόνα 14 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
πρ) Θεσσαλονίκης 


21 


Κάτοπτρα του Αρχιμήδη (2) 


Εικόνα 15 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


22 


Αριστοτέλειο 


Πανεπιστήµιο 


πο) Οεσσαλονίκης 


Πείραμα του Σακκά 1973 


Εικόνα 16 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


23 


Το πλανητάριο του Αρχιμήδη 


Έβρισκε ταυτόχρονα την θέση 
ήλιου, σελήνης και 6 πλανητὠν 
(σύμφωνα µετον Κικέρωνα, 
6ἱσςΓο ΜιαΓειΙς Τίς, 106-43 
π.Χ) οδοντωτός τροχός» 


Μηχανισμός Των Αντικυθήρων 
(στηρίζεται στο πλανητάριο») 


Εικόνα 17 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


24 


Ο Θάνατοςτου Αρχιμήδη 
«Μη µου τους κύκλους τάραττε» 


Εικόνα 18 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


6ἴσθγοη Βοεοινγαηί /9 Τοπιροθαι α Αιεβίπιθας, 
Ὃγ ἴμθ ΕΓΘΠΕΠ ραἰπῖει Ρίθ6ΓΓθ Ηθηγί 46 ναἰαπείθηηπος (1750- 
1519) 


Εικόνα 19 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


τη Ἰ 03) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


26 


Τάφος του Αρχιμήδη: 
Η σφαίρα και ο κύλινδρος 


Ο ὀγκοςτης σφαίρας είναιτα Πλούταρχος, Βίοι Παράλληλοι 
2/3 του όγκου του κυλίνδρου. Μάρκελλος 45-120 μ.Χ. 


Πολλῶν δὲ καὶ καλῶν εὑρετῆς γεγονὼς 
λέγεται τῶν Φίλων δεηθῆναι καὶ τῶν 
συγγενῶν ὅπως αὐτοῦ μετὰ τὴν 

ο τελευτἠν ἐπιστήσωσι τῷ τάφῳ τὸν 


κ ς περιλαμβάνοντα τὴν σφαῖραν ἐντὸς 
μ Ἰ κύλινδρον, ἐπιγράψαντες τὸν λόγον τῆς 
ο σ--” ὑπεριχῆς τοῦ περιέχοντος στερεοῦ 


πρὸς τὸ περιεχόµενον. 


ας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Έργα του Αρχιμήδη (1) 
---ο --- 


[έχουν βρεθεί) 

1. "Περί σφαίρας και κυλίνδρου” Βιβλίο α’ και β'. 

2. "Κύκλου µέτρησις” Σὠζονταιτρία θεωρήματα. 

3. Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων’ (32 θεωρήματα, 1 
πόρισμα). 

4. "Περί ελίκων" (28 θεωρήματα, 6 πορίσματα). 

5, Περί επιπέδων ισορροπιών ή κέντρα βαρών επιπέδων ἡ 
Μηχανικά” Βιβλία α’ και β'. 

6. "Βιβλίο λημμάτων”. 

7. "Πρόβλημα Βοεικὀν”. 

8. "Κατασκευή πλευράςτου περιγραφομένου εις κύκλο 
επταγώνου”. 


ην ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 25 


Έργα του Αρχιμήδη (2) 
-----ο ---- 


δ. "Περί σφαίρας και κυλίνδρου" Βιβλίο α’ και β. 

9. "Ωρολόγιον Αρχιμήδους" (Σώζεται στα αραβικά). 

10. "Περί κύκλων εφαπτοµένων αλλήλων΄. 

11. "Αρχαίτης Γεωμετρίας”. 

12. “Ψαμμίτης”. 

13."Τετραγωνισµός παραβολής”. 

14. Πρόσφατα διαβάστηκαν από το Παλίμψηστο αποσπάσματα από 
τα έργα που διασώθηκαν σε αυτό: 


15. «Οστομάχιο». 

16. «Περί μηχανικών θεωρηµάτων προς Ερατοσθένη ἐφοδος» 
(Ξμέθοδος). 

17. «Περίτων επιπλεόντων σωμάτων’. 

18. «Οχουμένων" (Υδροστατική επιπλεόντων σωμάτων). 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών - 


Έργα του Αρχιμήδη που δεν έχουν 
ακοµα βρεθεί: (1) 
ἼἾὅὁ.  .Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅἷἶἷἶὕὤἦὤἦὤὉη 
,. Αριθμητικά”. 
. Βαρουλκός, Υδροσκοπίαι, Πνευματική”. 
. Επισίδια Βιβλία” (Μάλλον περί στατιστικής -Τζέτζης). 
Περί τριγώὠνων”. 


1 

2 

3 

4 

5. '“Περίτετραπλεύρου”. 

6. “Περί ζευγών”. 
7. “Περί 13 ημικανονικὠν πολυέδρων”. 
8. “Ισοπεριμετικά”. 

9. “Ισορροπίαι”. 
10.“Καύσις δια κατόπτρων 


”΄«« 


Περί Αρχιτεκτονικής”. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 30 


Έργα του Αρχιμήδη που δεν έχουν 
ακόµα βρεθεί; (2) 


11.“Περί βαρύτητος και ελαφρότητος” (Πυκνόμετρα-Αραιόμετρα) 
12.“Περί δρομομέτρων” (Οδόµετρα πλοίων). 
13.“Περί κέντρου Βάρους ή Κεντροβαρικά”. 
14.“Κατοπρικά”. 

15.“Περί παραλλήλων γραμμών”. 

16.“Περί κοίλων και παραβολικὠν κατόπτρων”. 
17.“Προοπτική”. 

18.“Στοιχεία μηχανικών”. 

19 .“Πλινθίδες και Κύλινδροι”. 

20.Στοιχεία επί των στηρίξεων”. 

21. Σφαιροποίϊα”. 


μπω Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


5 | Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 31 


«Οστομάἀχιον»: 
η µάχη των οστὠων (σχημάτων) 


Εικονα 20 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών -υ 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ο Ψαμμίτης 
Η αρχή - Τοτέλος 
σσ --- 


η αρχή 


Ι. Οιονταί τινες, βασιλεύ Γέλων, 
του Ψάμμου τον αριθμόν 
άπειρον εἰίµεν τω πλήθει. Λέγω 
δε ου µόνον του περί 
Συαρακούσαςτε και τἀν άλλαν 
Σικελίαν υπάρχοντος, αλλά και 
του κατά πάσαν χώραν τάντε 
οικηµέναν και ταν αοίκητον. 
Εντίτινες δε, 


7 Θεσσαλονίκης 


Το τέλος 


Ταύτα δε, βασιλεύ Γέλων, τοις µεν 
πολλοίς και µη κεκοινωνηεκότεσσι των 
µαθηµάτων οὐκ εὐπιστα Φανήσειν 
υπολαμβάνω, τοις δε 
µεταλελαβηκότεσσιν και περίτων 
αποστηµάτων και των µεγεθέων τας 
τε γας και του αλίου καιτας σελήνας 
και του όλου κόσμου 
πεφροντικότεσσιν πιστά δια ταν 
αποδείξειν εσσείςθαι διόπερ ωηθήν 
και ουκ ανάρµοστον είµεν [έτι] 


επιθεωρήσαι ταύτα. 
ὰΝ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 33 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Ο Ψαμμίτης 
(΄Αμµμου Καταμετρης) 


το σύνολο των στοιχειωδών σωματιδίων (πρωτονίων και 
ηλεκτρονίων) σε όλοτο σύμπαν υπολογίζεται κάπου 
ανάμεσα στο 10 ειςτην 70 και 10 ειςτην 865. 


Η τελική εκτίµηση του Αρχιμήδη δίνει άνω όριο 10 ειςτην 
64 κὀκκων σε ένα σύμπαν πλήρες άµµου. (Θεωρία του 
Αρίσταρχου για ένα ηλιοκεντρικό σύστημα). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών . 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Μυριάς µυριάδων 


ον 
ή 9) 


-9,999 χ 
Ξ-10,000 Μυριάς 10,00039,999-99/990/00019,999- 


99999,999Ξ10 ειςτην ογδόη -1 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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πως Αριστοτέλειο 


Σύστημα αρίθµησης του Αρχιμήδη 
του επιτρέπει να φτάσει έως 1064 


Η περίµετροςτης γης εἶναι μικρότερη των 300 µυριάδων 
στάδια (”5:105 Κπι). 

Ο ήλιος είναι μικρότερος των 30 Φορέςτη Σελήνη. 

Η γωνιακή διάµετρος του Ἠλιου απὀ τη Γη μεγαλύτερη 
1/200 ορθής γωνίας. 

Άρα η διάµετροςτου σύμπαντος (καθορίζεται από τη τροχιά 
της Γης γύρω από τον ήλιο) είναι το πολύ 1014 στάδια. 
Αρκούν 1063 κόκκοι ἀµµου. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 36 


Βοεικό πρόβλημα και εξίσωση Ρα 


(1) 
ο Ἶὅὁ. ἹἹἼἦ{ἦἵἦὅἷ,ἶἦὤὕὉη 


Σε ἑνα ποίηµα που αποδίδεται στον Αριστοτέλη και που 
εστάλη ως επιστολή στον Ερατοσθένη. 


Να βρεθεί το πλήθοςτων βοώντου (θεού) Ηλίου. 

Το πρὀβλημα αφορά την εὐρεση του αριθμού των αγελάδων 
και ταυρῶών ὃ χρωμάτων συνολικά, που ικανοποιούν 
γραμμικό ομογενές σύστημα µε 7 εξισώσεις (8 άγνωστοι, 7 
εξισώσεις). 

Στη συνέχεια τίθεται το πρόβλημα να βρεθεί το πλήθοςτους 
αν ικανοποιούν δύο πρὀσθετε συνθήκες (το ένα άθροισμα 
να είναι τετραγωνικός αριθµός ενώ το ἀλλο άθροισµα να 
είναι τριγωνικὀ). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 3/ 


Βοεικόὀ πρὀβληµα και εξίσωση Ρα 


(2) 
ἼοἾὉὁ. ἹἹ ἹἼἦ{ἦἵἦὅ,ἶἷἐὕἐὥ, 


Οι 7 εξισώσεις έχουν άπειρες λύσεις: ο αριθµόςτων 
αγελάδων και των βοδιών για κάθε χρώμα είναι: 
10,366,452 1 

/, 4605141 

/,3955,060ἵ 

4,149, 35/ἵ 

/,026, 360ἵ 

4, 593,2461ἵ 

3, 915,520ἵ 

5, 439,2131ἵ 


ὀπου ἵ φυσικός αριθµός. 


ος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 38 


Οι άλλες δύο οδηγούν σε µία 
εξίσωση Ρ6[| 


χ2 --410,286,423,278,424γ”- 1 
Η απάντηση είναι αριθµός µε περισσότερα απὀ 200,000 
ψηφία (1880 Απιιιογ)! 
Δόθηκετο 1965 µε χρήση δύο υπολογιστων ΙΒΜ. 


{Η μέθοδος επίλυσης εξισώσεων ΡεΙ| µε συνεχή κλάσματα 
βρέθηκε απὀτον | 4ΡΓ8ηΡε6το 17980). 

Ο Αρχιμήδης είχε χρησιμοποιήσει εξισώσεις Ρ6ΙΙ για την 
προσέγγιση της τετραγωνικής ρίζας του 3. Στη Δύση 
εµφανίζεται και πάλι τον 169 αιώνα από τον ΕεΓγηιαϊ. 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 39 


Λογισμός και Αρχιμήδης: η μέθοδος της 
εξάντλησης "Τετραγωνισµός παραβολής" 


Υπολογίζεται ὀτιτο εμβαδόν 
ανάμεσα στην παραβολή και 
τέµνουσα ισούταιτα 4/3του 


τριγώνου µε τρίτη κορυφή το 
ο πτΗ μακρύτερο (απὀ την τἐέμνουσα) 
σηµείο του παραβολικού 
τμήματος. 
Ο Αρχιμήδης δίνει δύο 
αποδείξεις: µία βασισμένη 
στις αρχές της μηχανικής και 
µία γεωμετρική. 


Εικόνα 22 


πο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 40 


«Τετραγωνισµός παραβολής» (1) 
---...-.-----...... 


Εικόνα 23 


Στη γεωμετρική απόδειξη ο Αρχιμήδης δείχνει ότι 
το εμβαδόν των πράσινων τριγώνων είναι ίσο µε 
το 1/8 του εμβαδού του μπλε τριγώνου και ούτω 
καθεξής. 

Ο Αρχιμήδης «γεμίζει» το χώρο ανάµεσα στη 
παραβολή και τέµνουσα µε τρίγωνα: ξεκινά µετο 
μπλε τρίγωνο και προσθέτει τα πράσινα. Για κάθε 
πράσινο προσθέτει τα αντίστοιχα νέα πράσινα, και 
ούτω καθεξής. 


Έτσι αν Α είναι το εμβαδόν του τριγώνου, το 


εμβαδόν ανάµεσα στη τέµνουσα και στη 
παραβολή είναι: 
Α, ΑΑ/,, ΑΞΑ/ ΓΕ Α/ις, ΑΣ Α/ΞΑ/Ις ΣΑ/ςΑ, -.. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών π 


ων Αριστοτέλειο 


«Τετραγωνισµός παραβολής» (2) 
----ο - 


Θέλει λοιπόν να υπολογίσει το άθροισμα 


Α(1 -Ε 1/43 1/16 -- 1/64 -ς --«) Ξ Α4/3 


| -.... - 
Γνωρίζουμε ότι }4Ἡ - ο 4/3. 


Όμως οι αρχαίοι Έλληνες δεν είχαν αυτούς τους τύπους για 
σειρές. 


Γεωμετρικά η παραπάνω σχέση προκύπτει από την εικόνα: 


ἱστορία των Μαθηματικών 


τς Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7 Θεσσαλονίκης 


42 


«Τετραγωνισµός παραβολής» (3) 


Το σύνολο των εμβαδώντων µωβ 
τετραγώνων της εικόνας 
αντιστοιχούν στο άθροισµα 


1/4 1/16... 


Στα δεξιά και πάνω από κάθε µωβ 
τετράγωνα υπάρχουν άλλα δύο 
ίσα κίτρινα τετράγωνα. Άρα µώβ 
είναι το 1/ 3του συνολικού 
εμβαδού. 


Εικόνα 24 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Δῶς µοι πᾶ στῶ καὶ τὰν γᾶν κινάσω 


Βιβλίο 1, περἰ επιπέδων ισορροπιών 

ΤΑ ΜΕΓΕΘΕΑ ΙΣΟΡΡΟΠΕΟΝΤΙ ΑΠΟ ΜΑΚΕΩΝ ΑΝΤΙΠΕΠΟΝΟΟΤΩΣ 
ΤΟΝ ΑΥΤΟΝ ΛΟΓΟΝ ΕΧΟΝΤΩΝ ΤΟΙΣ ΒΑΡΕΣΙΝ. 

Τα μεγέθη Γ, Δτοποθετημένα στο Β και στο Α αντίστοιχα θα 
έρθουν σε ισορροπία ὠςπροςτοξ όταν οι αποστάσεις τους 
απὀ το ξΕ, δηλ. ΒΕ, ΑΕ ικανοποιούν σχέση αντιστρόφως 
ανάλογες µετο βάροςτους: 


ΓΙΔΞΑΕ: ΒΕ ι ο... 
ΤΟ ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΝ ΒΑΡΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΚΙΝΟΥΝ, 


ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΑΝΤΗΠΕΠΟΝΘΕΝ. 


ρω ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών Λ4 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
----ο ---- 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/8) 
ας ὐϱ--... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

σἳ Εικόνα 1: "Ξ9(266) Ισ ]αὐ]αὺ" ϱΥ ὕπΚποννη - 
πιϊρ://εεα|ευμ[ο.ἰ[.μ5ρ.ΩΟΓ/Πἱςϊογία/αγαμµϊπιθαςες.Πῖπι. Γἱοθ8ης6α µπαεΓ ΡωβΙἰς αοπιαίη 
νία ΝΝΚἰπιθαία (οΠΊπιοης - ΠΙϊρ://εοπΊπιοης.ννἰκἰπιααἰα.οιρ/ννκἰ/ΕἰΙ6: 
οοΕΟΦΟΒΔ9Ο8Θ6ΟΟΕΟΡΟΒ5ΌΘΒ(ΦΟΕΟΡ6Β4Δ9695ΟΡΕΟΦΟΒΡΟΟΒΡΟΟΕΟΡΟΒ4Φ6Θ5Ο6ΕΟΦΟΒΔΟΟΒΕΟΟΕΟ 
ΦΟΒ4ΦΟΑΕΖΟΕΟΡΟΒΔΦΟΒΕΖΟΕΟΡΟΒ4ΔΟΟΑ1ΙΟΕΟΡΟΒ5ΟΟΞΟΡΟΕΟΡΟΒΔοΒΘΡΟΕΟΡΟΒΡΟΟΘΡΡΕΟΕ2ΖΡΟΦ 
0068ς.Ιρσμηπιαεαϊανίενναι/ΕἰΙ6:90ΕΟΦΟΒ4ΦΟΒΘΟΟΕΟΦΟΒ5ΟΘΒ(ΦΟΕΟΡΟΒΔ9695ο6ΕΟΡΟΒΡΟΟΒΡ 
φοΕΟ»ΟΒ4ο9Θ5ΌοΕΟΡΕΟΒΔΡΟΒΕΡΟΕΟΡΟΒ4ΔΦΕΟΑΕΖΟΕΟΡΟΒΔΦΟΒΕΖΟΕΟΡΘΒ4ΟΟΑ1ΙΟΕΟΡΟΒ5ΡΟΘΟΡΟΕΟ 
ο6Β496Β89ΕΟΡΟΒ5ΟΟΒΘΟΡΕΟΕ2ΖΦΕΟΒΟΦΡΟΘΒΕ.]ρ6 


«α Εικόνα 2: 'Βοπιεηπίςο-ξαῖϊτί Αγομίπιθεαςας 1620" ϱΥ Ποπιεπίςο ΕαἴΤί - 
ηΙίρ://αγεΠἰπιθαςς2.πιρἰννρ-ΟθΓΙΙΠ.ΠΙΡΡ.Θ/αΓεΠἱπιθάςς ἴθπιρ]αϊας/ροριρ.Πϊπι. 
ΙΙεθηςθα μπας: Ριβ|ίς ἀοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πἰτρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιααία.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:Ποπιεηἰεοξαῖϊί Αγεηίπιθαες 1620.ἱρΡΗ 


πιθάἰανίθνναι/Εα:Ώοπιεπἱεο-Εαιί Αιγοηίπιθάες 1620.ἱρρ 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/8) 
ο... µρς;ρρρχὐ--. 


ὦωε Εικόνα 3: 'ΕἰείάςΝιεααἰΕγοπῖ" Ὀγ 5ἱδίαη ΖαεΠονν οἳ ἴμε Ιπῖεγηαϊίοια 
Μαϊηοεπιαϊίσα| υπίοι; γοϊοιεῃσαα ΟΥ Κίπρ οἵ Ηθαγίς - Εἰθ Εγοπί.ἰἰ{. ΓΙεθηςθα 
μπαςθί Ρωβ/ίο αοπιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οΠΊπΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιρ/ννκί/ΕἰΙ6:ΕἰείάςΝ]ααα|ΕΓΓγοηϊ.ΙρϱΗπιθαἰανἰθννθι/Γ 
ᾖα:ΕἰεΙάςΜαεαα|Εγοηῖ.Ιος 

ως Εικόνα 4: 'ΕἰεἰάςΝ]οαάαίβαςἰ’ ΟΥ 5ἱθίαη ΖασΠονν οἱ ἴπε Ιηϊθγπαϊίοπαι 
Μαϊποεπιαϊίσα υπίοι; γοϊοιεῃαα ΟΥ Κίπρ οἵ Ηθαγῖς - Εἰἰθ ΒαοΚ.ἰΙ{. [Ιοθηςθα 
μπαςθί Ρωβ/ίο αοπιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οπΠΊπΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιρ/νηκί/ΕἰΙ6:ΕἰείάςΝ]δααα|βαςκ.ΙρρΗπιθαἰανίθννθι/Εἰ 


Ια:ΕἰεἱάςΝ]εαα|βαςκ.]ρϱ 

ὧωε Εικόνα 5: '"ἄ6ο:ρ ΕΓἰ6ςΓΙΕΠ Βαγπῄῃαγα Βἰθπιβηπ" ΟΥ ΤΗίς Π]6 ἰς |αοΚκίπρ αμϊ[οί 
ἱη[ογπιαϊίοι. -ΠΙῖρ://νννν.σἰ|.σἰ.εαι/αἱρίία|οο][δοἴίοης/Πςϊ/ςεἰεη]ϊ[ίς- 
ἰασητίτγ/αχρἰοΓθ.ΠΙ(πῃ αεςεοΓγαἰΠπρ ἴο ἴηθς «6ΓΠΊ8Η ΙΛ Κίρεαία. [Ιοεηςθαά εΠαάςθΓ 
ΡιβΙίο ἀοπιαίπ νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
λ 


δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/8) 
ο... ὐ4;ὐϱ--.. 


Πιίρ://εοΠηπιοης.νἰκἰπιεαἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:σ6ορς ΕΓγἰθαΓἰεη Β6εγημαγα Βἰ6Πιᾶαη 
Π.ἱρορήπιααίϊανίδννει/ΕἰΙ6:46οΓρ ΕΓἰ6άΓΙΕΏ ΒαγημαΓα ΒἰΕ6ΠΙΑΠΗ.ἱρας 


ὧωε Εικόνα 6: 'ΡΘ6ΓΘΙΠΙαΗ, απροΓἰ (1966)" Ὀγ ἄθ6οιρο Μ. Β6/ρΠ]αη - 
ΜαϊΠοαηιαϊίσεῃες Ιηςιϊτωί ΟΡρεγννο/ίαεῃ (ΜΕΟ). ΓΙοαθηςθά µπαςι αΝἰ ΕΓ6θς 
Γοειπθηίϊαἴίοη [1ς6ηςθ νία ΝΛκίπιθαία (οΠήπιοης - 
ηἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιρ/ννκί/ΕἰΙ6:Ρ6Γα6ἱπιαη, (αγἱρογὶ (1966).ἱρρΗηπιθαϊ 


ανἰθννα:/ΕἰΙ/6:ΡΘ6ΓΘΙΠΊΦΗ, (αγἱροΓί (1966).] 


Εικόνα 7: ΠΙρ:/ήεΠ5θ6Ο.ΙΓίροά.εοπι/!πιβρες/αΓςῃ2.]ρΡ 
Εικόνα 8: ΠΙρ:/ήεΠ56Ο.ΙΓίροά.εοπι/!πιβρες/8ΓςΠΔ.]ρς 
Εικόνα 9: ηΙῖρ:/ήεΠ5θ6Ο.ΙΓίροά.εοπι/!πι8ρες/αΓςΗ3.ἱρς 


Εικόνα 10: η Ηρ:/ήεΠ56Ο.ΙΓἰροά.εοπι/!πιβρες/αΓεΗ7.]ρς 

Εικόνα 11: "5διρπιεΓρθς-απα-Βἱςριασείηρ' ϱΥγ ΜίεμαεΙ| ΜαἰαΚ - "Εἰνςσί ΡΥϊπεὶρ[ες 
οἱ Ρῄηγσἰες', Η6ηιγ (αγΠαγῖ δι ΗοΓγαϊίο (Ππιμίς, ΑΙΙγη δι Βαςοη, 1912. Γ1εθηςθς 
μπαςθί Ρωβ/ίο αοπιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία («οΠΊΠΊοης - 


Αριστοτέλειο 


ο ο ο ὃ Ά 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/8) 
ο. ϱ--... 


Πιϊρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:5µΏπιθγρθς-απα- 

Γἱςρἰαεῖηρ.ρηΡΗπιεαἰανίεννει/ΕἰΙ6:5ιιΌπιεΓρες-απαά-Πἱςρἰαεἰπρβ.ρηβ 

ὧωε Εικόνα 12: '"«Παπιρεις 1908 Αιεβϊπιοάθαη 56Γ6νν' Ὀγ Κεν. Τποπ]ας Πανἰαάςοη 
1856-1923 (6ς.) - 6παπιρεις'ς Τννθηϊἰδίῃ (δηίιγ Πἱοϊίοπαιγ οἵ ἴμα ΕηρΙἰςῃ 
Ιαηριᾶβ6. [Ιεθηςθα μπας Ρωβ[ίο ἀοπιαἰη νία ΑΛΜΙκΙπιθαἰία (οΠΊΠΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νηκΙ/ΕἰΙ6:(Παπιροθις 1908 ΑιγεΠἰπιθαθαη 5ς6Γ6ΝνΝ. 


ρηρΡΗπιααἰανίεννεΓ/ΕἰΙ6:(Παπιῦείς 1908 ΑγεΠπἰπιεάθαη 56Γ8νν.ρηΡ 


«α Εικόνα 13: "Ραγὶρὶ ρηϊήα" απὀ τον (αἱμ[ίο ΡαΓἱρἰ - 
Πιίρ:// ΝΝνν.ΠιαϊΠ.Πγµ.θαιι/"οΓοΓΓΕς/ΑγοΠίπιεαςας/(]ανν/ἰ{αςιγαϊἴίοις.Πίπι|. Υπό 
την άδεια Ριβ/ίο ἀοπιαίη µέσω ΑΝΙΚΙπιεαία (οΠήπιοης - 
ΠΙτρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιααία.οιρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Ραγὶσἰ ρη][{ςα.ΙρεσΗπιθαίανίαννθι/ Εἰθ:ΡαΓἱ 


ρὶ ρ][α.Ιρρ 
ὦωε Εικόνα 14: '"Αγοπἰπιοάος-ΜΙΓΓΟΓ ΡΥ αἱμ[ίο Ρατὶρί"' ΟΥ (αἰμί[ίο Ραγίρἰ - [1]. ΓΙοθης6α 
μπαςθί Ρωβ/ίο αοηιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οΠήπΊοης -- 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/8) 


ΠΙ{ρ://εοπιπΊοης.ννἰκἰπιθαἰα.οις/ννἰκἰ/ΕἰΙα:ΑιγεηἰπιαάςςΙΜίγΓοι Ὦν (αἰμ]ίο Ραγὶρὶ.] 


Ηπιααἰανίδννει/ΕἰΙ6:Αγομϊπιεαες-ΜΙΓΓΟΓ Ὀγ (αἰμίίο Ραγὶρι.]ρς 


«α Εικόνα 15: “δρεςεΠὶ μςίῖογί ΑιςΠἰπιασάς" ΟΥ Αιΐοιθ «εοποςεἰμῖο - 
αΓεΠἰπιθαςίτῖς.αἱῖθιγνίὶςῖα.ΟΓΡ. [ἰεθηςθα μπας: Ριωβ|ἱς αοηιαίη νία ΝΝκιπιθαία 
(οΠήπιοης - 

Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οιΓρ/ννκΙ/ΕἰΙ6:5ρθ6εεΒἰ μςῖογί Αγεηἰπιθας.ΙρϱΗηπιθα 


ἰανίδανναι/Εί]6:5ρεεεΠἰ εμςίογί Αγεηίπιεάς.Ιρς 
ωὲ Εικόνα 16: 
Πἰίρς://Μ/ννν.ες.αγθχα|.θοαι/"οΓοΓΓα6ς/ΏΌρςο ἀΓςΠίνθ/ ΠΙΙΓΓΟΓς ςαἶ]οίς ςαΚας.ἱ 


ὧωε Εικόνα 17: 'ΝΑΜΑ Μαςμίπο α ΑπΙΙογίΠὸΓο 1''. Υπό την άδεια (Γβαῖϊνε 
(οπππιοης ΑἰἰγίουΤίοη 2.5 µέσω ΑΝ Κἱπιθααία (οΠήπιοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οιΓρ/ννἰκΙ/ΕΙΙ6:ΝΑΜΙΑ ΜαεΠίπα αθο27ΑπίΙογίΠΡος3 
9οΑδ(ςα 1.]ρρΗπιεαίανίεννα/ΕΙΙ6:ΝΑΙΜΑ Μαεμίπα αθο27ΑπΠΙΙΟγΙΠΡΟΓ326Αδ(ε 1. 


198 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 5 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/8) 
ο... μυ ΓΕὲΕ56ξ6Ἓ6ρ-.. 


ὧωε Εικόνα 18: 'Ώθδαῖῃ οἵ Αιεμίπιθαας" αἱ ΤήοπΊας Ώθρθεοιρε - {οπίς. (ο Ιἰοεθηζα 
Ριο(ίς αοπιαἰπ ἴγαπιϊϊς ΑΛ κΙπιθοαία (οπιπποης - 
ΠΙΤρ://εοπιπΊοης.ννἰκἰπιθαἰᾶ.οΓρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Ὀθδαίι οἱ Αιεηἰίπιθαςς.ρηρΗπιθαἰανἰ 


Εννει/ΕἰΙ6:Ώθαίη οἱ Αγεπἰπιθαςες.ρης 


ὧωε Εικόνα 19: «Ναϊοπείθεηπος, Ρἰαογγο-Ηαπ[ῖ ἄο - (ἰςθργο Πϊἱςεονοαγίηρ ἴμο ΤοπιΏ οἱ 
Αιγεῄἰπιθάες » ρα: Ρί6ιΓα-Ηθηγί 6 Μαἰεπείθηηες -- θαιμ.αιΙΡυςίίης.ΟΓΡ. 5ος 
Πεθιςς Ρωβ/ἱο αοηιαἰηπ νία ΜΜ ΙΚἰπιθααία (οπιπιοης - 
ΠΙΤρ://εοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:ναἰοπείδηηπες, ΡἰογγοΗσηγί 6 «Οἰς 
Θ6ΓΟ Ὠἱςεονοετίηρ ἴῃα Τοπιορ οἱ Ατεηἰπιααες.ΙρρΗηπιθαίἰανίθνναι/ΕἰΙ6:Ναἰθηείθη 
ηες, Ρί6ιΓο-Ηεητί ας - (ἰσεθΓο ΠἱςεονεΓίπρ ἴῃα Τοπιο οἵ ΑΓγεπίπιεαάςς.Ιρς 

ὦωε Εικόνα 20: 'διοπιαςμὶοη(οηςϊγωςῖίομ" Ὀγ ΚοςαΓἰοναηΤιµρς - Οννη ννοΓκ. 
ΙΙεθηςθα μπας: (Γθαῖίνθ (οππιοης ΑἰἰγίουϊΠίοη-»δΠΦΓ6 Αἰίκε 3.0 νία ΛκΙπιθαϊία 
(οΠήπιοης - 
ΠΙτρ://εοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννκἰ/ΕἰΙ6:5ἱοπιαςΠἰοπ(οηςἰγιμεῖίοηπ.ρηρΡΗηιθαϊ 


ανἰθνναει/ΕἰΙ6:5ἱοπιαςΠίοπ(οηςῖγμεοϊίοη.ρης 


ων Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 51 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (7/8) 
ας ϱ--... 


ὧωε Εικόνα 21: 'Ραταβο(ὶς 5δορπιεηῖϊ" ΟΥ 6η:{56Γ:/πι.ρεἰΚ (ογἱρἰπα|); ΡρΓοΚκς13 (1αἰΚ) 
(ΓοάΓανν) -ΠΙϊρ://6π.ννἰκἰρααία.οιρ/ννἰκἰ/ΙΠιαρα:ΡαΓαβο(ίο δερπιεπῖ.ρηΡ. Ιἱοθηςεά 
μπας: Ριμβ]ίο αοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οΠΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οΓρ/ννκί/ΕΙΙ6:Ραγαῦο(ίς δορπιεηῖ.«νρΗπιεαἰανίθννθι/ 
Εἰς6:ΡαΓαῦοιἰς 5ορπιθηϊ.5νρ 


ὦωε Εικόνα 22: 'ΡαΓαΡοΟΙᾶ απα Ιηςογίραά ἴγιαπρί6'' Ὀγ ααγἰναϊἰνς ννοΓγίκ: ΡΡΓΟΚς13 
((α|Ραγαβο(|8-απα-ἱηςσεγίρθαά ἰΓγίβηρίθ.ρης: Μαϊϊες - ΡαΓαΏο|ὰ-απα- 
ἱηςεγίρθα ἴΓγίβηρίθ.ρηΡ. Γἰεθηςθα μπας Ρωβ|ἰε αοπιαίη νία ΛΝΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης 
-ΠΙ{ρ://εοπιπιοης.ννΙΚἰπιθαἰα.ΟοΓΡ/ννκἰ/ΕΙ6:ΡαΓαΡοία απα ἰηςεγίρθα 
Τγί8ηΡΙ6.«νρΗπιεαἰανίθννει/ΕἰΙ6:ΡάΓ8ΌΟΙ8 αΠά ἰηςογίρθά ΤΓί8ηΡΙ6.5νΕ 


«ας Εικόνα 23: 'Ραταροίἰς 5ορπιεηϊ ἰἱςςαθεῖίοπ" ΟΥ 6η:056/Γ:)ἱπι.ρ6ἰΚ (ογἱρἰηα|); 
ΡριοΚκς13 (1αἱἱ6) ((86αΓανν) - θΗ:ἱΠιᾶρε:ΡαΓαΡο(ίς 5ορπιεηῖ Πἰςςθοῖίοη.ρηρ. [ἱοθηςθα 
μπαςθί Ριωβ/ίο αοηιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οπΠΊπΊοης - 
ηΙτρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νμκΙ/ΕἰΙ6:Ραγαβοίΐίς 5ορπιθηϊ Πἱὶςςθεῖϊίοη.ςνρΗηι 


ααἰανίδννει/Ε6:ΡαΓαΡοΙίς δερηιεηῖί ὨὈίϊςςθςε[ίοη.ονρ 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (8/8) 


-------ᾱ-..... 


ὦωε Εικόνα 24: "ΕθοπιθῖγίεδαιµαΓος' ΟΥ 6εη:ἱς6/:]ἱπι.ρ6ΙΚκ (ογἱρίπα!); ΡΟΓοΚκς13 
({αἱ) (γ6αΓανν) - θΗ: Ιπιαρςα:αθοπιθῖϊΓἰοδαµαΓθς.ΡΗΡ. [ἰεθηςθα πάσι ΡιβΙίς 


αοπιαίη νία ΜΙΚἰπιθαἰία (οπιπιοης - 
Πίο: //εοπιΠιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙαε:ααοπιαῖΓγἰςδαιᾶ{ε6ς.«νσΗπιααἰανίθννα 


Γ/Ε6:σ6δοηιείΓγἰςδαµΒΓΕς.ςνς 


». Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


59 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 3: Αρχιμήδης. 
Ενότητα 3.1: Αρχιμήδης». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 3: Αρχιμήδης. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΏ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ πι ο. . ΤΑ -- 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 3.2: Η μέθοδος: σφαίρα και κύλινδρος. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ - ΄ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΗΞΞ ΙΙ. Πηρόγρυμμα για την ανάπτυξη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . «ο.» 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὅ,ἶ{ἐ., 


ο Αρχιμήδης. 
«ως Η μέθοδος: σφαίρα και κύλινδρος. 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
“9227 ------- 


ὧα Στην ενότητα αυτη παρουσιάζεται η συμβολή του 
Αρχιμήδη στην εξέλιξη των μαθηματικών και η 
«μέθοδος» του Αρχιμήδη για την ανακάλυψη 
θεωρηµάτων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


"Τετραγωνισμόςτης παραβολής" 
----.-.-.-- ο κα 


Υπολογίζεται ὀτιτο εμβαδόν 
ανάμεσα στην παραβολή και 
τέµνουσα ισούταιτα 4/3του 
τριγώνου µε τρίτη κορυφή το 
μακρύτερο (από την τἐμνουσα) 
σηµείο του παραβολικού 
τμήματος. 

Ο Αρχιμήδης δίνει δύο 
αποδείξεις: µία βασισμένη 
στις αρχές της μηχανικής και 
µία γεωμετρική. 


Εικόνα 1 


ων Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Δῶς µοι πᾶ στῶ καὶ τὰν γᾶν κινάσω 


(1) 


Βιβλίο 1, περἰ επιπέδων ισορροπιών 

ΤΑ ΜΕΓΕΘΕΑ ΙΣΟΡΡΟΠΕΟΝΤΙ ΑΠΟ ΜΑΚΕΩΝ ΑΝΤΙΠΕΠΟΝΟΟΤΩΣ 
ΤΟΝ ΑΥΤΟΝ ΛΟΓΟΝ ΕΧΟΝΤΩΝ ΤΟΙΣ ΒΑΡΕΣΙΝ. 

Τα μεγέθη Γ, Δτοποθετημένα στο Β και στο Α αντίστοιχα θα 
έρθουν σε ισορροπία ὠςπροςτοξ όταν οι αποστάσεις τους 
απὀ το ξΕ, δηλ. ΒΕ, ΑΕ ικανοποιούν σχέση αντιστρόφως 
ανάλογες µετο βάροςτους: 


ΓΙΔΞΑΕ: ΒΕ ι ο... 
ΤΟ ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΝ ΒΑΡΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΚΙΝΟΥΝ, 


ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΑΝΤΗΠΕΠΟΝΘΕΝ. 


ο Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Προσέγγιση γιατο π (Αρχιμήδης) 
σσ ω ---- 


Το θεώρηµα εκφράζει τον 
λόγο της περιφέρειας του 
κύκλου ὡς προςτη διάµετρο 
του κύκλου , δηλ. τοπ. 


"Κύκλου µέτρησις" Άι «πςδ1/ 7 
(3.14085...«π« 3.142Ε6) 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Κανονικά 96-γωνα 
«922 ---------- 


Ο Αρχιμήδης κατασκευάζει δύο κανονικά 96-γωνα (ένα 
εγγεγραμένο και ένα περιγεγραµένο του κύκλου), 
διχοτομῶώντας διαδοχικά τις γωνίες. 


Η ΟΑ είναι κάθετη στην 
εφαπτομένη. Έτσι οι γωνίες είναι 


π/ 6, π/12.... 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 10 


Προσέγγιση γιατοπ 


Χρησιμοποιεί την Πρόταση 3, βιβλίο 6, «Στοιχεία», 


Ευκλείδης 
ΑΏ διχοτοµείτην γωνία ΒΑς 
- Τότε ΒΌ: Ώς- ΑΒ: Ας 
Μαζί µε τη χρήση του 
. Πυθαγορείου Θεωρήματος, 


συγκρίνει το λόγο της διαμέτρου 
του κύκλου µετις περιφέρειες 
Α των εγγεγραμμένων και 
6 περιγεγραμµένων 96-γώνων και 
παίρνει άνω και κάτω όρια. 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


« Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τηῃ6 πιθῖποα οἱ Αιςπίπιθαᾶςθς 
«9327 -------- 


ΤΗΕ 
ΜΗΕΤΗΟΟΌ ΟΕ ΑΚΟΗΙΜΕΟΕΣ 


ΚΕΟΕΝΤΙΥ ΙΡΟΟΝΕΚΕΟ ΡΥ ΗΤΡΕΚς 


Α ΟΡΡΙΕΜΕΝΤ ΤΟ ΤΗΕ ΙΟΚΚ6 
ΟΕ ΑΚΟ6ΗΙΜΕΡΕΣ 1807 


ΕΡΙΤΕΟ ΡΥ 


δι ΤΗΟΜΑΣ 1. ΗΕΑΤΗ, 
Κ.6.Β, 59.Ὀ., Ε.κ.5. 


οστεµε ΕΕΓέονν ος ΤΚΙΝΕΤΥ ο «το, ΕΝΜΡΑΙΟΟΕ 


Οαπιυπίάρς: 
αϊ εις Ὀπινετνεν Ῥτεοε 


1012 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


49 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Παλίμψηστος 


δν να .- ὼ ᾷ ολο 
παρρατς με με κ η 


« ᾠλ. ος ἆ.-.- 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


19 


Παλίμψηστα 
----........ 


« Παλίμψηστα: αρχαίοι πάπυροι και περγαμηνές πολλαπλής 
χρήσης. 

ο Το παλίµψηστο (συλλογή προσευχὠν) εξετάστηκετο 1906 
στη Κωνσταντινούπολη απὀ τον Ηαίραιρ που αντιλήφθηκε 
τη σηµασία του. Διάβασε 8056 και βρήκε 7 κείµενα του 
Αρχιμήδη. 

ο Χάθηκε 1922-1998. Βρέθηκε σε πολύ χειρότερη 
κατάσταση... 

9 Το 1998 πουλήθηκε σε πλειστηριασµμότου (Πγϊςιϊθ’ς στην 
Νέα Υόρκη για 2,2 εκατομμύρια δολάρια. Αγοραστής: 
άγνωστος. 

ο Σήµερα βρίσκεται στο ΙΛα[ίεις Αγ ΜιςθιΠῃ. 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


7 έργα του Αρχιμήδη 
--σ---ὁο------- 


Στο Παλίμψηστο βρίσκονται 7 έργα του Αρχιμήδη: 


« «Περί επιπέδων ισορροπιών». 
« «Κύκλου µέτρησις». 


« «Περί των μηχανικὠν θεωρηµάτων, προς Ερατοσθένη 
ἐφοδος». 


« «Περί ελίκων». 

ο «Στομάχιον». 

« «Περί των επιπλεόντων σωμάτων». 
« «Περί σφαίρας και κυλίνδρου». 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 15 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
ον Θεσσαλονίκης 


α 


ἵμψηστος--ευχολόγιον 


Εικόνα 4 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


16 


πως Αριστοτέλειο 


Περίτων μηχανικὠν θεωρηµάτων προς 
Ερατοσθένην ἐφοδος 


----ὐᾱ-) κ... 


ο Καὶ γάρ τινα τῶν πρὀτερὀν µοι Φανέντων μηχανικῶς 
ὕστερον γεωμετρικῶς ἀπεδείχθη διὰ τὸ χωρὶς ἀποδείξεως 
εἶναι τὴν διὰ τούτου τοῦ τρόπου θεωρίαν: ἑτοιμότερον γάρ 
ἐστι προλαβόντα διὰ τοῦ τρόπου γνῶσίν τινα τῶν ζητημάτων 
πορίσασθαι τὴν ἀπόδειξιν μᾶλλον ἤ μηδενὸς ἐγνωσμένου 
ζητεῖν. 

ο Άλλωστε κάποιες ιδιότητες που στην αρχή µου 
αποκαλύφθηκαν µε τη μηχανική στη συνέχεια αποδείχθηκαν 
µετη γεωμετρία, διότι η προσέγγιση που γίνεται µε τη 
μέθοδο αυτή δεν επιδέχεται απόδειξης. Είναι ευκολότερο να 
οδηγηθείς στην απόδειξη, εάν έχεις αποκτήσει εκτων 
προτέρων κάποια γνώση του πράγματος, παρά αν Ψάχνεις 
κάτι για το οποίο δεν έχεις την παραμικρή ιδέα. 

Ιστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Ο Αρχιμήδης στην Ἐφοδο για την 


µἐθοδό του 
σσ ω ----- 


Για να βρούμε ένα ζητούμενο εμβαδόν ή ὀγκο κόβουμε την 
επιφάνεια ἠ το σώμα σ' ένα πολύ µεγάλο αριθµό λεπτές, 
παράλληλες και επίπεδες λωρίδες ή λεπτές παράλληλες 
φέτες και (νοητάἀ) κρεµάµε αυτά τα κομμάτια στο ένα άκρο 
δεδομένου μοχλού µετέτοιον τρόπο, ὠστε αυτά να 
βρίσκονται σεισορροπία µε ένα σχήµα του οποίου η 
περιεκτικότητα και το κέντρο βάρους είναι γνωστά. 


Αριστοτέλειο 


᾿ ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 18 


Το Θεώρηματου Αρχιμήδη 


Ο όγκος του κυλίνδρου (µε 
ακτίνα γ και ύψος 2) είναι 
ίσος µε τα 3/2 του ὀγκου της 
σφαίρας (µε ακτίνα ι)! 


Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Όγκος κυλίνδρου 


Σήµερα ο ὀγκοςτου κυλίνδου 
υπολογίζεται εὐκολα ωςτο τριπλό 
ολοκλήρωμα 


η ο2π ϱτ 
γ - / / / σάσάφαξ Ξ πτ2] 
ο 0. ο 


αβιστοέλε ο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


20 


Όγκος σφαίρας 
------ ----..... 


Ο ὀγκος της σφαίρας επίσης 

προκύπτει από κατάλληλο 

τριπλό ολοκλήρωμα (ποιο) 
4 


ἵ ---- 
ασ 


3 


Ν σος ἱστορία των Μαθηματικών 
λ 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


21 


Όγκος κώνου 
στ ------ 


Ο κὠνος χαρακτηρίζεται απὀ την 
ιδιότητα ότι (αν θεωρήσουμε ότι 
ξεκινάµε από τη βάση, µε ύψοςο 
και προχωράμε προςτη κορυφή) 
τότε η εγκάρσια τοµή στο ύψος 7 
είναι κύκλος ακτίνα τ[ἠ-7)/Η. 
Έτσι ο ὀγκος του κώνου προκύπτει 
απὀ το ολοκλήρωμα 


ια μ -- 2) 1 
γ -/ ο -- --απτ΄ 


 αβιστοέλε ο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


22 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Τι απὀ όλα αυτά γνώριζαν οι αρχαίοι 
Έλληνες πριν τον Αρχιμήδη” (1) 


ο Στο βιβλίο 12 των Στοιχείων του Ευκλείδη, στην πρὀταση 


18 (την τελευταία του βιβλίου) ο Ευκλείδης αποδεικνύει ότι: 


Αν » και Τ είναι δύο σφαιρες µε ακτίνες {1 και Τ2 και όγκους 
Ψι και ἴ, τότε 


Άρα ο ὀγκοςτης σφαίρας εἶναι ίσος µε κάποια σταθερά επί 
το κύβο της ακτίνας. (Ποια σταθερά όμως») 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


29 


Τι απὀ όλα αυτά γνώριζαν οι αρχαίοι 
Έλληνες πριν τον Αρχιμήδη; (2) 


ο. Στοίδιο βιβλίο ο Ευκλείδης δείχνει ὁτι ο ὀγκος του κώνου 
είναι το 1/3του ὀγκου του κυλίνδρου µετο ίδιο ύψος. 

ο Το κάνει χρησιμοποιώντας την αρχή της εξάντλησηςτου 
Ευδόξου. Πρώτα κατασκευάζει δύο ακολουθίες πολυεδρικών 
στερεών εγγεγραμμένων στον κώνο και στον κύλινδρο 
αντίστοιχα και δείχνει ότι τα πολύεδρα ικανοποιούν την 
επιθυμητή σχέση. 


ων Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 24 


Δῶς µοι πᾶ στῶ καὶ τὰν γᾶν κινάσω 
(2) 


Βιβλίο 1, περί επιπέδων ισορροπιών 

ΤΑ ΜΕΓΕΘΕΑ ΙΣΟΡΡΟΠΕΟΝΤΙΑΠΟ ΜΑΚΕΩΝ 
ΑΝΤΙΠΕΠΟΝΘΟΤΩΣ ΤΟΝ ΑΥΤΟΝ ΛΟΓΟΝ ΕΧΟΝΤΩΝ ΤΟΙΣ 
ΒΑΡΕΣΙΝ. 

Τα μεγέθη Γ, Δτοποθετημµένα στο Β και στο Α αντίστοιχα θα 
έρθουν σεισορροπία ὠςπροςτοξ όταν οι αποστάσεις τους 
απὀτο Ε, δηλ. ΒΕ, ΑΕ ικανοποιούν σχέση αντιστρόφως 


ανάλογες µε το βάροςτους: . 
ΓΙΔΞΑΕ: ΒΕ ο... 


ΤΟ ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΝ ΒΑΡΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΚΙΝΟΥΝ, 
ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΑΝΤΙΠΕΠΟΝΘΕΝ. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 25 


Σφαίρα, κὠνος, κύλινδρος (1) 
σα -- 


Κύλινδρος Ξ 3 κὠνος 

[Στοιχεία, Πρόταση 13.10] 
Θεωρούμε τον κύλινδρο και 
τον κὠνο που οι βάσειςτους 
έχουν ακτίνα ΔΥΟ φορές την 
ακτίνα της σφαίρας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σφαίρα, κὠνος, κύλινδρος (2) 


κ. Θα ισορροπήσουµετο 

| | σύστηµα σφαίρας,κώνου, 
κυλίνδρου ως προς Α, την 
κ κορυφή του κώνου. 
κα | Έστω ΗΑΞΑἜΞ2/ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 2/ 


3) Πανεπιστήµιο 


Σφαίρα, κὠνος, κύλινδρος (3) 
σ-ο ---- 


Οι εγκάρσιες τομές σφαίρας, κώνου και 
του κυλίνδρου, είναι κύκλοι!! 
Θεωρούμε την τοµή ΜΝ. 
Από ιδιότητες ομοίων τριγώνων 
προκύπτει ότι 

Ας: Ας- ΜΝ2Ζ: (ΟΡ24ΩΒ2) 
Το τετράγωνο ΜΝΖ αντιστοιχεί στον 
κύκλο που είναι η εγκάρσια τοµή του 
κυλίνδρου. 
Το τετράγωνο ΟΡ2 αντιστοιχεί στον κύκλο 
που εἶναι η εγκάρσια τοµή της σφαίρας. 
Το τετράγωνο ΩΡΒ2 αντιστοιχεί στον κύκλο 
που εἶναι η εγκάρσια τοµή του κώνου. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σφαίρα, κὠνος, κύλινδρος (4) 
σα --- 


Αφού ΗΑΞΑΕ, απότη προηγούµενη 
σχέση προκύπτει ότιτο σύστημα 
των εγκάρσιων τομώὠν κυλίνδρου, 
σφαίρας και κὠνου ισορροπεί ως 
προς το Ααντιςτοµές της σφαίρας 
καιτου κώνου στο Η καιτη τοµή του 
κυλίνδρου στο». Το 5 όμως ίσε 
αντίθεση µετο Α) είναι μεταβλητό: 
για κάθε τοµή του κυλίνδρου είναι 
το Κέντροτου κύκλου. 

Τι γίνεται αν θεωρήσουµετα στερεά 
και ὀχι µόνο τις τομές τους2 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 29 


Σφαίρα, κὠνος, κύλινδρος (5) 
σα --ἵ-ἵ-- 


Συμπέρασμα: Το σύστηµα 


Ν - ισορροπεί ὠςπροςτο Ααν θέσουμε 

Ἁ ο στο Η την σφαίρα και τον κώνο και 

ᾗν 7 | | τον κύλινδρο στο Κ (αφού Κ είναι το 
η κἰ ο κέντρο βάρους του). 


Έτσι προκύπτει ότι ο όγκος του 
{ πἩ| κυλίνδρου είναι 3/2 του ὀγκου της 
εγγεγραμμένης σφαίρας. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Δῶς µοι πᾶ στῶ καὶ τὰν γᾶν κινάσω 


(3) 


Βιβλίο 1, περἰ επιπέδων ισορροπιών 

ΤΑ ΜΕΓΕΘΕΑ ΙΣΟΡΡΟΠΕΟΝΤΙ ΑΠΟ ΜΑΚΕΩΝ ΑΝΤΙΠΕΠΟΝΟΟΤΩΣ 
ΤΟΝ ΑΥΤΟΝ ΛΟΓΟΝ ΕΧΟΝΤΩΝ ΤΟΙΣ ΒΑΡΕΣΙΝ. 

Τα μεγέθη Γ, Δτοποθετημένα στο Β και στο Α αντίστοιχα θα 
έρθουν σε ισορροπία ὠςπροςτοξ όταν οι αποστάσεις τους 
απὀ το ξΕ, δηλ. ΒΕ, ΑΕ ικανοποιούν σχέση αντιστρόφως 
ανάλογες µετο βάροςτους: 


ΓΙΔΞΑΕ: ΒΕ ι ο... 
ΤΟ ΚΙΝΟΥΜΕΝΟΝ ΒΑΡΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΚΙΝΟΥΝ, 


ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΑΝΤΗΠΕΠΟΝΘΕΝ. 


ρω ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 31 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (1) 
ο ------ 


Θα ισορροπήσουµετο σύστηµα Κύλινδρος - 3 κώνος 


της σφαίρας, του κώνου και του  ᾖ{[Στοιχεία, Πρόταση 43.10] 
κυλίνδρου που έχουν το ίδιο 
ύψος µετης σφαίρα, αλλά µε 
ακτίνα βάσης ΔΥΟ Φορές την 
ακτίνα της σφαίρας. 


Αφού ο κύλινδρος εἶναι ο πιο 
ογκώδης από τους άλλους δύο, 
θα πρέπει να τοποθετήσουµε 
μαζί σφαίρα και κὠνο απὀ τη 
µεριά και τον κύλινδρο απὀ την 
άλλη. 


.. Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 32 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (2) 
σ---ω ------ 


ωε Επιλέγουμε ως Ατο σημείο που 
θα καθορίσει την ισορροπία. 


ως (είναιτο σηµείο έτσι ὡστε Α(Ξ2Ι, 


4 4 / / / 
Αἱ ὀπου Γη ακτίνα της σφαίρας. 
Ἐ 4 Ἱ | ῃ ῃ ῃ 
ἔ | «ο Όετουμε Ητο σηµείο που εἶναι 


αντιδιαµετρικά αντίθετο απότο-ς. 


.. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 353 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (3) 
σσ ω ----- 


Οι εγκάρσιες τομές σφαίρας, κώνου και 
του κυλίνδρου, είναι κύκλοι!! 
Θεωρούμε την τοµή ΜΝ. 
Από ιδιότητες ομοίων τριγώνων 
προκύπτει ότι 

Ας: Ας- ΜΝ2Ζ: (ΟΡ24ΩΒ2) 
Το τετράγωνο ΜΝΖ αντιστοιχεί στον 
κύκλο που είναι η εγκάρσια τοµή του 
κυλίνδρου. 
Το τετράγωνο ΟΡ2 αντιστοιχεί στον κύκλο 
που εἶναι η εγκάρσια τοµή της σφαίρας. 
Το τετράγωνο ΩΡΒ2 αντιστοιχεί στον κύκλο 
που εἶναι η εγκάρσια τοµή του κώνου. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (48) 
σσ--ω ---- 


αὲ Αφού ΗΑΞΑΕ, απὀτη προηγούµενη 
ἹἩ σχέση προκύπτει ότιτο σύστημα 
των εγκάρσιων τομών κυλίνδρου, 
σφαίρας και κὠνου ισορροπεί ως 
προςτοΑ αν τιςτοµές της σφαίρας 
και του κώνου στο Η και τη τοµή του 
κυλίνδρου στο». Το 5 όμως (σε 
αντίθεση µετο Α) είναι μεταβλητό: 
για κάθε τοµή του κυλίνδρου είναι το 
κέντρο του κύκλου. 


«ωε Τι γίνεται αν θεωρήσουµετα στερεά 
και ὀχι µόνο τις τομές τους» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 35 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (5) 


------ὂ-...... 


.. Αριστοτέλειο 


Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ως Συμπέρασμα: Το σύστημα 
ισορροπεί ὠςπροςτο βαν 
θέσουµε στο Η την σφαίρα και τον 
κώνο και τον κύλινδρο στο Κ 
(αφού Κ είναι το κέντρο βάρους 
του). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Σχέση μεταξύ ὀγκων (6) 


Άρα 

ΗΑ: ΑΚξκύλινδρος: σφαίρα «- κὠνος 
Αφού ΗΑΞ2ΖΑΚ συμπεραίνουμε ότι 
ὀγκος κόκκινου κυλίνδρου είναι 
διπλάσιοςτου αθροίσματος των όγκων 
της σφαίρας καιτου μπλέ κώνου). 
Όπως γνωρίζουμε απὀτον Ευκλείδη 
(12.13) ο ὀγκοςτου κόκκινου κυλίνδρου 
είναι ίσος µετρεις φορές τον ὀγκοτου 
μπλέ κὠνου. Τελικά ο ὀγκοςτου µπλε 
κώνου εἶναι δύο φορές ο όγκοςτης 
σφαίρας. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σχέση μεταξύ ὀγκων (7) 
σσ ω --- 


Τέλος συγκρίνουµετον όγκου του μπλέ 
κώνου µετον ὀγκοτου κὠνου µε βάση στο 
ΒΡΕ και ύψος ΚΑ. 


Σύμφωνα µετον Ευκλείδη (142.12) οµπλε 
ὀγκος είναι οκταπλάσιοςτου μικρότερου. 
Άρα η σφαίρα µας έχει τετραπλάσιο όγκο 
απὀ τον ὀγκου του μικρού κώνου. 

Πάλι από τον Ευκλείδη ο ὀγκοςτου μικρού 
κώνου είναιτο 1/3του όγκου του 
αντίστοιχου κυλίνδρου, και άρατο 1/6 του 
ὀγκου του κυλίνδου που µας ενδιαφέρει. 


Έτσι προκύπτει ότι ο όγκος του κυλίνδρου 
είναι 3/2 του ὀγκου της εγγεγραμµένης 
σφαίρας. 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 38 


Λογισμός και Αρχιμήδης: η μέθοδος της 
εξάντλησης "Τετραγωνισμός παραβολής" 


Το εμβαδόν ανάµεσα στην 
παραβολή και τέµνουσα ισούται 
τα 4/3 του αντίστοιχου τριγώνου 
(προσοχή στην κατασκευή του 
τριγώνου). 

Το σηµείο στην παραβολή που 
προσδιορίζει το τρίγωνο απέχειτο 
μέγιστο απὀ την τέµνουσα, και η 
εφαπτομένη σε αυτότο σηµείο 
είναι παράλληλη προς την 
τέµνουσα. 


Εικόνα 6 


αν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


μ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Ισορροπία και εμβαδά 


Το εμβαδόν ανάµεσα στην παραβολή 


και τέµνουσα ισούται τα 4/3του 
αντίστοιχου τριγώνου. 


Ιδιότητα τριγώνου: τέµνουσα ᾿ 


παράλληλη µε εφαπτομένη στο. 


Μία απὀδειξη ήταν Γεωμετρική. Χρησιμοποίησετη µέθοδο της 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 


ΑΔ 


ς Πανεπιστήµιο 
7. Οεσσαλονίκης 


εξάντλησης και υπολόγισε ένα άπειρο άθροισμα (όριο σειράς). 
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Απόδειξη βασισμένη στην έννοια 
της ισορροπίας 


Βς εφαπτομένη στο8β, 
ΒΓΞΡΡ 
Τρίγωνο ΑΒ(ΞΔ4 τρίγωνο ΑΡΒΝ 
Ιδιότητες παραβολής 
ΧΧΧ 4Α8 8 ΡΡ 
χΧ’ ΑΧ ΡΧ’ ΡΧ” 
Βασική ιδέα: παίρνουμε τομές και 
θεωρούμε ότι το τρίγωνο ΑΒΕ και 
το κομμάτι ανάµεσα στη παραβολή 
και τέµνουσα ΑΒ αποτελείται από 
ευθύγραμμα τµήµαταπου θα 
ισορροπήσουµε ωςπροςῦ. 


Αριστοτέλειο 


/ (ο Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Ἡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
ἔἐἔἜίὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὤὅ,ἶ,ἶ,.,.,ὓ 


«ως (8Γ|Β. Βογε:; υῖα ς. Μεγζραεῄῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΕἱΓκ οἰγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικώὠν, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ ΝΜ., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
ο ο 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 
«α Εικόνα 1: Βγ ὑςεγ:ν]ααϊσίαν ΡοροΓεἰον, ἀθγίναϊίνθ ο ννοΓκς Ὀγ ΡρΓοΚς13 απα 


1πι.Ὀ6ἰΚ (ΡαΓαΡοἰα αΠά ἱηςεγίραα ἴΓίαηρίθ.ςνβ) [Ριβίίο αοηιαἰπ], νία ΜΝΙΚἰπιθαία 
(οΠήπιοης 


αὲ Εικόνα 2: Τη9 πιαῖποα οἱ Αιεβίπιθάες, 
ο 


Εικόνα 3: '"ΑΓραΙΙπιΤγρραρε" ΟΥ Τῃθ ΙΛα[ίεις ΜιςθιΙπῃ - 
Πτίρ://Ννννν.αΓεΠίπιθαεςραἰπιρςεςί.ηθῖ.. [ἰεθης6α µΠαει (Γβαῖϊνθ (οΠπΊπΊοης 
Αιϊγουϊίοη 3.0 νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 
Πἰτρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιααία.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:ΑΓΡαΙἰπιΤγρραρο.ΙρρΗηπιθαἰανίθννθι/Ε 


[ᾖ6:Αιρα[ΙπιΤγρΡραΡ6.ΙρΡ 

«α Εικόνα 4: "ΑΓΡαΙΙΠΙΤΥΡΖ" ΟΥ Τῃο ΙΛαἰί6ις ΜιµςθιΠῃ - 
αΓεΠΙπιθαεςρα/Ιπιρςοςῖ.Πθῖ.. [ἰεθηςθα μηασι 66 ΒΥ 3.0 νία ΛΛΙΚἰπιθαία 
(οΠήπιοης - 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 


ϱ2.ἱρΡ 

«ας Εικόνα 5: 'ΕσίαΓα Αγουίπιθᾶςας" ΟΥ Απαςγίχµῄηαη - Όννη ννοΓκ. Γἱαθηςθά μΠαάθΓ 
Ρι(ίς αοπιαἰηπ νία ΑΛ ΙΚἱπιθαἰία (οπΊπιοης - 
ΠΙρ://εοπιπποης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/νν]κΙ/ΕΙΙ6:Εσί6γα Αιγαιζος3θοΑΡηιαάος.ἰρρῄπιοθ 


αἰανίδννεΓ/Εί]6:Εςσί6γα Αγαιιθος326ΑΏπιεάες.ΙρΡ 


ὦωε Εικόνα 6: Βγ ἰςεγ:ν|ααϊσίαν ΡοροΓεἰον͵ ἀθγὶναῖϊνς οἱ ννοίκς Ὀγ ΡΩΓοΚς13 απά 


1πι.Ο6ἰΚ (ΡαΓαῦοἰα αΠά ἱηςεγίρθα ἴΓίαηρίθ.ςνβ) [Ριβίίο αοηιαἰπ], νία ΜΝΙΚἰπιθαία 
(οΠήπιοης 


απο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 3: Αρχιμήδης. 
Ενότητα 3.2: Η μέθοδος: σφαίρα και κύλινδρος». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
-----ὁυ--- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους ὀρουςτης άδειας χρήσης (Γθαϊΐνθ «οΠΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθςοπιπιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΙΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ” 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗσΗ --« ΕΣ ΠΑ 
2007-2013 
ΞΞΞΕΦΊ πρόγραμμα γιο ἵην ονόπτωξα. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ἱκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ ΒΥ ος 


Ευρωπαῖ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4: Διόφαντος και Αραβικά Μαθηματικά. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΩΓΡΑΜΜ κκ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣ ΠΑ 
20072019 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ πι .. σκκννν» ΤΑΙ -- 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4.1: Διόφαντος και συγκεκοµμµένη Άλγεβρα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΩΓΡΑΜΜ κκ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
2007 2019 (ος) (ρ(9) 
αΞΕ) . ' Ππρόγρημα γα την ογόπυ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ δ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΙ -- 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
οί”ϱἾὅἅὙὉ.  ἹἹἼ{ἦἵ{ἦὤἦὥ.ὅἶἷὅἷἶἷὅἷὥἧη 


«ωα Διόφαντος και συγκεκοµμµένη Άλγεβρα. 

«ω Δευτεροβάθμια εξίσωση και Πυθαγόρειες τριάδες. 

«ω Αραβικά μαθηματικά (δευτεροβάθµια και τριτοβάθμια 
εξίσωση), Εἰροπαοσςὶ. 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«227 -------- 


«α Στην ενότητα αυτή γίνεται µία εισαγωγή στο έγοτου 
Διόφαντου και παρουσιάζεται η αλλαγή έµφασης στην 
επίλυση των εξισώσεων έως καιτα αραβικά μαθηματικά. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τι είναι γινόμενο» (εμβαδὀν) 
ἔἼΛἾἶὅἾὁο  Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἷ,ἶ,ἐ, 


Στον Ευκλείδη δουλεύουμε µε ομογενείς ποσότητες: 
για παράδειγµα δεν μπορούμε να προσθέτουµεσε εμβαδόν 
(γινόμενα) διαφορετικού είδους µεγέθη όπως µήκη. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Διόφαντος " 305 αιώνας μ.Χ. 
ἼµἔἼΙίἾἶὔω . Ἴ{ἄἀἄ.ἼἄἼ. 


ΕΙΟΡΗΑΝΤΙ 
ΑΙΕΧΑΝΡΚΕΙΝΙ 


ΑΚΙΤΗΜΕΤΙΟΟΕΥΜ 
ΤΙΒΕΙ 5ΕΣ, 

ΕΤ ΡΕ ΝΨΛΜΕΚΙ5 ΜΥΙΤάΝΟΡΝΤΙ5 
ΕΙΠΕΑ ΨΝνς. 


μι μα οιώ οἱ ζω: ώρα αὐ(οί ή νέες 


ΛΥΟΤΟΒΕ ϱΓΛΝΥΡΙΟ Ο6ΛΣΡΑΚΕ ΒΑςΗΕΤΟ 


Έργατου: 


Αριθμητική (143 βιβλία, σώζονται ϐ) 


Περί πολυγώνων αριθμών. 


τς σπτε ΡΛΕΙΣΙΟΚΥΝ, 


θυπιρώρυς 5 ο ἱ 
δυπιρίρυς ο σικνς εμκε, νῖα Πορίσματα. 
Μ. Ρο. ΧΣ|. 
ΕΥΑ Ῥκ/μΙ{ΕςΙο ΚΕςΙΑ 


Εικόνα 1 


ν Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριθμητική Διόφαντος 


Αππιστίςομη 14ος ΠΠ. 


πο ση 
1 Ν. αἴθὺς Ἰάευ ΜµιΟΓ 1 Ν. --3, Όροπτες 
Ίαφνε 4. Ν. -- 4. Πἱρίος εΠε αἱ ». ὃς πά- 
Ἆάς {πρεγαάφεις το. Τος ἐβίεις 2.αάίεἰ: 
ες νααεδης το, αφ μαιυς ᾷ Ν. -- 4. ὃς 
βει Να. Εεϊς εἴρο Ππίπος ᾖ. πιαῖος 5. δε 
Απίο[αςἶωηὲ Φα μοιί, 


όι 
οδός ὁ ρα μοίζων ἔσωι ϱ ὑλς αἆ (1. λά- 
σει ἄρα ἀθιθωὴς ϱ µονάδως ο τρλασίονας 
ἵ κ.α. ὁ ει ὀσγίαων δὲ. τρς ο 
μσάδις ϱ μη’ ἓ, ἴσαι φἰδὸν εἰ" ο) μρνάσι 


ϱ). κ) γήται ὁ ἀθιθμὸι μ”}.. ἴσαι ὃ μὲν ἑλάσ- 
μ }. ὁ δὲ µώζων μὲ ζι κ) ποᾶσι τὸ 
πρύζλημα. . 


1Ν ΑΥΑΕΝΤΙΟΝ ΕΜ ΜΗΙ. 


(ον ΝΡΕΤΙΟΝ1Σ 4ΡΡοβία εαφενῃ ταεήο «β φως ὃς αρροῄία ριαεεδεσίί φμαβίοπί , ηἰὶ ελιά, 
αἰνωὰ τεηυήηῖς «]ν11Ν νε φυαά τα να Ἰπεστωφ]]ῇ µιαπετοτωπη Ώς μίαος ἱεετωα]]ο θμλάσαίοἕιηη, ἃς 
(αμοηςς Μφεια ἡίς «η Ἰοεμην ἠαδεβωπε, νε ππληή{εβυπι ε. 


. αν Ε5τιο νΙΠ]. 


Κονοσττν ν΄ θμαάταωπη ἀἰμίάετε 
νάνος φυλή ταιοΣ, Ππηροταί μη Πε νε 
τό. ἠἰαζάμτως 1 ἆμος φμαάτατος, Ῥοπαιες 
"ρςα Ο Οροιτες {ρμσ1ό --ιΏ αφ μα- 
ἠωε[ε αμαάτα(ο, Εηρο φυαἀταί η ἆ π- 
ου ο σπ τόσο 
νηίατυπι φὖσά εομείπες Ίαευς ἑρβις 16. 
ε[ο 42 Ν.-- 4- 1Ρί ἰβίεας φμαάσατας ετίς 
4Ο. -ε τό, ---ᾱό Νε Ίνας αφ μάῦιπιως νηῖ- 
ταὔβως τό ---- Ο. Οοπμπμηίς αἀιίςίατωτ 
νιφαε ἀε[εέλης, δὲ 4 βπΗ δις αμ ξεταη- 
τος Πηλέα, βεητ 5Ο. αφ μα]εσιό Ν. ὃς Πε 
α Να Ες ἐβίτυτ αἶτοτ αμαάτατοτμαι Ἡ. 
αἶτετ γετὸ ἨἩ δε νικίη(η με [ανηλα ε[ὶ 19 {οι 
αό. δὲ νέετφτις η μαάταας «ῇὲ. 


ὉἰκοσύπιμαΊα, ἕνν αράλες κ 


ΟΝ Ἐνταλβε τετράγωκεν δεελεῖν οἷς 
αύο τετραγώκους. ἁπιτεγά γω ον 
Φιλοῦν ος νο τνγρα) ώνοως. καὶ τετάλθω ὁ 
οὗτος διωάµεως µιας, δάάσοι ἄρρ μφναί- 
θας αὔ λῄψει Φνάμιως μιας ἵτας 1 τν 
φοκ/ώνφ. πλάωνω ὃ τντράγωνον Ὑπὸ κ, ὄρων 
44 ποτε λεέγοι ποσώτων μὲ ὅσων ἔθὶν ἡὶ Ἐ κὸ, 
αἲ πλάνων. ἔρν ο β λήφον κἲ ο, «ὐτ' 
ἄθα ὁ περάλωνος ἔπαι δωάµιων οἳ μὲ -ς 
λείψει αἳ α-. παῦτα Ίσα µρνάσι ο λείγδι 
Φωάμως μιας. χοσὰ Φρρσκέθω ἡ λεῖψε, 
κ) Ἀπὸ ὁμοίων ὄμμα, Φωνάμεις ἄρα ἵ ἵσαι 
ἀμθμοῖς κ.) 2όννται ὁ ἀρμῤμὸς ος. πέµπ- 
Ίων. ἔραι ὁ μὴν σφ Οἰκοροπήμπ]]ων. ὁ οἳ ϱωδῇ 
αἰκοροπόμη]ων, ϐ οἱ δύο σιωτεθάντις ποῶ 


5. καὶ ἵον ἑτάνερος τεζάγωκθ.. 


ΟΒΣΕΝΝΑΤΙΟ ΡΟΜΙΝΙ ΡΕΤΑΕΙ ΡΕ ΕΕΚΜΑΤ, 


θμ- «κ ΗΕ)” { ἀοι «κβος ν «Ν/ φικ γε Μοφν κάν κεαν ὑπ μοι μα άγαΓοφκκἁγκ!ος 


πμ οσα σσ μη 


499ε ποπεµπε Γάε εῇ ἀἰκλετε εώλας γε ἀονοήβγκμίοπεν Ῥηγκβί[ερε Γεπε ἀεβεκέν 


Ἠκπε Μ)αΗς ΙΝΕ εΙΓΜΙΕΑΑ ΛΟΝ «ΑΡεΓΕΕ. 


ον Ε5τιο 


κενο ορύπίσας φμαύταμπα 16 
ὀπηδετε ἡ ος φμαάταίος, Ῥομα- 


εως τωσίας ροής Ίαεες α. Ν. αἰεετίης γετὸ, 
Ὁ ο πα ο χο σπα 
νπίταίμπε, ουος εομβίας ατα ἀῑμίάεμά!, 
Έῆο ἴαφυςα Ν. --ᾱ- ετωης φ μα τας {, Γὶς 

άειι Ὁ. ἠ]ε νετό ᾳ Ὢ, -- 16. --16Ν. 
μμά νο]ο ντωππφις πμ] αηματί 
νηἰταείρυς τό. ρω Ὁ. -ετό.--ἷό Ν. 
πουαίως γπίαδας τό. δε Πε αχ Ν. επί 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


1Χ. 


Έλα ϱ)ὴ πάλον τὸν μὲ πντράγωνον οι- 
λεῖν οἳ, Φύ2 τετρα} ὤτους. τεχάχθω πάλιν 
ὰ τῷ Φρώτου πλάρᾳ ϱ) ἵνὸςς κα Ἰ τῷ ὑτάρα 
ϱὁ ὅσων οὔάποτε λέίψει μὲ ὅσων ὅξὶ κ τῷ οθαι- 
ριιδόν πλάρά. Ίτω δν ο ᾱ λείψει μὶ ὅ. 
Ίσρυτα; οἱ τετράγωνοι ὃς μὴ θιωάμενως μιᾶς, 
ὃς δὲ ελωωάμεων οἳ αἱ κ λείψὲν ος ας. βώ- 
Ἅδμαι Ἵὰς ὧν» λεεποὺ συντε Ἠνται Ίσους 1) μὲ 
μὲ. δωμάωως ἄσα ἓ αἱ κὲ λόψει εξ εξ ἵσαι 
αἱ κ. καὶ γήνπαι ὁ ὠθιθμὸς κε πιωπων, 
ΗΠ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Εικόνα 2 


Σε ελεύθερη μετάφραση 
---σ---ο------ 


Παλατινή ανθολογία 8.126(605- αιώνας μ.Χ.): 


Σ’ ΑΥΤΟΝ ΤΟΝ ΤΑΦΟ ΑΝΑΠΑΥΕΤΑΙ Ο ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ....Η ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΘΑ 
ΔΩΣΕΙ ΤΟ ΜΕΤΡΟ ΤΗΣ ΖΩΗΣ ΤΟΥ. ΑΚΟΥΣΕ. ο ΘΕΟΣ ΤΟΥ ΕΠΕΤΡΕΨΕ ΝΑ 
ΕΙΝΑΙ ΝΕΟΣ ΠΑ ΤΟ ΕΝΑ ΕΚΤΟ ΤΗΣ ΖΩΗΣ ΤΟΥ. ΑΚΟΜΑ ΕΝΑ ΔΩΔΕΚΑΤΟ ΚΑΙ 
ΦΥΤΡΩΣΕ ΤΟ ΜΑΥΡΟ ΓΕΝΙ ΤΟΥ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΕΝΑ ΕΒΔΟΜΟ ΑΚΟΜΑ, ΗΡΘΕ 
ΤΟΥ ΓΑΜΟΥ ΤΟΥ Η ΜΕΡΑ. ΤΟΝ ΠΕΜΠΤΟ ΧΡΟΝΟ ΑΥΤΟΥ ΤΟΥ ΓΑΜΟΥ, 
ΓΕΝΝΗΘΗΚΕ ΕΝΑ ΠΑΙΔΙ. ΤΙ ΚΡΙΜΑ, ΓΙΑ ΤΟ ΝΕΑΡΟ ΤΟΥ ΓΙΟ. ΑΦΟΥ ΕΖΗΣΕ 
ΜΟΝΑΧΑ ΤΑ ΜΙΣΑ ΧΡΟΝΙΑ ΑΠΟ ΤΟΝ ΠΑΤΕΡΑ ΤΟΥ, ΓΝΩΡΙΣΕ ΤΗΝ 
ΠΑΓΩΝΙΑ ΤΟΥ ΘΑΝΑΤΟΥ. ΤΕΣΣΕΡΑ ΧΡΟΝΙΑ ΑΡΓΟΤΕΡΑ, Ο ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ 
ΒΡΗΚΕ ΠΑΡΗΓΟΡΙΑ ΣΤΗ ΘΛΙΨΗ ΤΟΥ, ΦΤΑΝΟΝΤΑΣ ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ ΤΗΣ ΖΩΗΣ 
ΤΟΥ. 

(1/6) -- (1/12) -- (1/7) 5 - (1/2) 4 Ξ π 
Λύση: τι Ξξ 84 


Ὃν Αριστοτέλειο 


ν νι ἱστορία των Μαθηματικών 10 
ᾗ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σύμβολα του Διόφαντου 
(συγκεκοµµένη άλγεβρα) (1) 


Λο. ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὥὅἷὅἷὅἶὕὤἦὤὉη 
πω πμ μμ παπα 


ΔΚΙ χ» (δυναμόκυβος) 
χὸ (κυβόκυβος) 


αν ἃ .. 
ς ..- ἆ {ειδικές ονομασίες για 
αντίστροφα) 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
]. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σύμβολα του Διόφαντου 
(συγκεκοµµένη άλγεβρα) (2) 


. . . 
Α ἵΞ ππας λΜ 1ξ υπ]ίς Καδτέγζς Μ{βς- αἲ -- 18.) -- δα --δ 


3 


- 1 [ο 
. . 
-θαᾳ--δαη--λἹ 


Κα ση ΛΔΤε λ{ α Ξα 
ΔΤιςΛΛ{ λθ -- 1δα: -- 39 


πω Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών ος 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Η «Αριθμητική» του Διόφαντου 


Η «Αριθμητική» του Διόφαντου είναι συλλογή 150 περίπου 
προβλημάτων, µε συγκεκριµένα αριθµητικά παραδείγματα. 
Από αυτή τη µελέτη: 

Λείπει η συστηματική µελέτη των αλγεβρικὠν πράξεων και η 
συστηματική µελέτη επίλυσης εξισώσεων. 

Δεν γίνεται προσπάθεια εὐρεσης όλων των πιθανών λύσεων. 
Ο Διόφαντος αναγνωρίζει µόνοτις θετικές ρητές ρίζες αν 
υπάρχουν δύο θετικές ρίζες, αναγνωρίζει µόνο τη µεγαλύτερη. 
Δεν αναγνωρίζει καθόλου τις αρνητικές λύσεις. 

Στα αὀριστα προβλήµατα {µε άπειρο αριθµό λύσεων) δίνει 
µόνο µία απάντηση. 


ων Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 13 


Τα μεγάλα θετικἀ του Διόφαντου 


(1) 
-------ω ------ 
Τα μεγάλα θετικά (εκτός απὀ τον µερικὀ συμβολισμό): 
Ο Διόφαντος έδωσε κανόνες για μαθηματικές εκφράσεις: 
.. µεταφορά όρων απὀτο ένα µέροςτης εξίσωσης στο 
ἀλλο, 
.. ακύρωση όμοιων όρων απότις δύο πλευρέςτης 
ισότητας. 
Όρισε αρνητικές δυνάμεις γιατους αγνώστους καιτους 
κανόνες γιατους εκθέτες. 


χτχι χπππ 6 πιππιΈπςό 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Τα μεγάλα θετικἀ του Διόφαντου 


(2) 
«227 ------- 


Έδωσε κανόνες για το γινόμενα που αφορούν όρους µε 
αρνητικούς συντελεστές: π.χ. (--)(--) - -- 

Απομάκρυνση από την γεωμετρική άλγεβρα, [οι όροι δεν 
χρειάζεται να είναι ομογενείς), δουλεύει µε δυνάμεις 
µεγαλύτερεςτου 2. 


ὧν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πρόβλημα Ι-28 (1) 
ο ---- 


Να βρεθούν δύο αριθμοί ἐτσι ὠστε το ἀθροισμά τους και το 
ἀθροισμα των τετραγώνωντουςνα είναι δοθέντες αριθµοί(: 
Λύση: Έστωτο ἀθροισµα εἶναι 20 καιτο ἀθροισµατων 
τετραγώνων είναι 208. 


Τότε έστω τι η διαφορά των δύο αριθμών (του μεγαλύτερου 
απὀ τον μικρότερο) είναι 2Χ. 

Το 10 είναι το µισό του πρὠτου αθροίσματος. 

Άρα και ο αριθµός χ εἶναι 2 ενώ οι ζητούμµενοι αριθμοί είναι 
ὃ και 12. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 16 


Πρόβλημα |-28 (2) 
.-..-- ο -...... 


Ερμηνεία (δική µας): έστω Ζ,γ οι δύο αριθμοί όπου Ζ ΣΥ. 
Αν λοιπὀν το Ζ διαφέρει απότο γ κατά 2χ τότε αφού 
ΖΓΥ-- 20 ἐχουμεότιζ2ζ- 2χ- 20καιάραζ-1θ--α, 
ενωγ-τ1θ--κ. 
Αντικαθιστούµε Ζ και Υ στη σχέση των τετραγώνων και 
λύνουμε ωςπροςχ. 

208 - (κ -- 10)” (10 -- χα) Ξ 2χ” -- 200 
Επομένως δύο Φορέςτο τετράγωνοτου χ είναι 8 ἀρα χ είναι 2. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 1/ 


Πότε δουλεύει αυτή η τεχνική 
σύμφωνα µετον Διόφαντορ (1) 


[ας θυμηθούμε τι για λύσεις αναγνωρίζει µόνο θετικούς 
ρητούς.) 
Ξανά το γενικὀ πρόβλημα: να βρεθούν θετικοί ρητοί Ζ και 
έτσι ὠστε 

Ζ7Γγζα,ιζ Εγ2Ξ 0 
Μέθοδοςτου Διόφαντου: 
α 
2 
Αντικατάσταση στη δεύτερη εξίσωση: 


ροκ) (5 ---) 


α 
Ζ -- πο. 


2 


Ἕπνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πότε δουλεύει αυτή η τεχνική 
σύμφωνα µετον Διόφαντος, (2) 


Έτσι 
α2 2 
υ - 2 --- -- 2χ 
4 
2 
α 
και 2χ2 - )-----. 
4 
| 2. 20-α- ν20--α2 
ἀραχί τπτ Καιχπτ τσ 


Θα έχουµε λύση (σύμφωνα µετον Διόφαντο) όταν 


ν20--α2 Π Π 
χο Εἶναιρητὸς. 


Δηλαδή αν και µόνο αν 20 -- αξ είναι τετράγωνο. 


πο ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πότε δουλεύει αυτή η τεχνική 
σύμφωνα µετον Διόφαντος, (3) 


Την συνθήκη αυτή ο Διόφαντος, την δίνει αµέσως µετά την 
παράθεση του προβλήματος στη γενική µορφή και πριν 
ξεκινήσει µε την λύση της συγκεκριμένης περίπτωσης: 


λέει «πρέπει δύο Φορέςτο άθροισµα των τετραγώνων των 
αριθμών μείον το τετράγωνοτου αθροίσµατοςτων αριθμών 
να εἰναι τετράγωνο.» 
Στο συγκεκριµένο πρόβλημα: 

2χ208-.202-4- 


ὥς Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 20 


Πότε δουλεύει αυτή η τεχνική 
σύμφωνα µετον Διόφαντο» (4) 


Στο γενικὀ λοιπὀν πρόβλημα των δύο εξισώσεων 
ΖΕγςα,ζ ΕΥΞῦ 


σύμφωνα µετον Διόφαντο, οι λύσεις είναι: 


οσα α ν2ύ-α2 

ον προς μες κε---α----- 

2 ο 2 

αρκεί βέβαια 20 -υ- α κανα είναι τετράγωνο! 
Παρατήρηση: Δεν υπάρχει γεωμετρική μεθοδολογία στις 
μεθόδους του Διόφαντου. 


Ἕπνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 2-- 


Το τελευταίο θεώρημα του Εαγηιαϊ 
(19931995) 


αἲ εὐ' Ξ σ 


Εικόνα 3 Εικόνα 4 
Ρίειτο 49 ΕεΓπιαί (1601 -1665) »ἱγ ΑπάΓενν 1οίνη ΝΜΙες (1953--) 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


89199) 71) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 24 


Η μαθηματική τέχνη 
-...----....... 


Ας παύση η πραγματεία των μαδημµατικών. Διότι εάν τις δημοσία ή κατ’ ιδίαν, 
καῦ ηµέραν ή νύκτωρ συλληφὺδή αναστρεφόµενος εν τη απαγορευμένη πλάνη, 
αμφότεροι ας πληγούν δια κεφαλικής ποινής. Διότι δεν είναι διάφορον 
αμάρτημα το διδάσκεσῦδαι κεκωλυμένα ή το διδάσκειν». Κὠδιξ Θεοδοσιανός 
(Ουαλεντιανού και Ουάλεντος), ΙΧ, 16, 8. (438μ.Χ.) 

«Οι µαδηματικοί, εάν µή ὡσιν έτοιμοι, καυὑδέντων των κωδίκων της ιδίας πλάνης 
υπό τα ὀμματα των Επισκόπων, να δώσουν πίστιν εις την λατρείαν της καδολικής 
πίστεως, ότι δεν Όα επανέλῦουν εις την παλαιάν πλάνην, ου µόνον από της 
πόλεως Ρώμης, αλλά Και εΚπασὠν των πόλεων αποφασίζοµεν να εκδιωχύὺούν. 
Εάν δε δεν κάµνουν τούτο και παρά την σωτηρίαν απόφασιν της ηµετέρας 
επιεικείας͵ συλληφύῦούν εν ταις πόλεσιν: είτε παρεισάγουν τα μυστικά της 
πλάνης, Όα τύχωσι της ποινής της εξορίας». Αυτοκράτορες Ονώριος και 
Θεοδόσιος προςτον Καικιλιανό Ύπαρχο. 

«Η µαὑδηµατική τέχνη αξιόποινος ούσα απαγορεύεται». Ιουστινιάνειος Κώδιξ, ΙΧ, 
18, 2. 


Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 23 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
-«ο-9227------ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ας Εικόνα 1: "ΠΏἰορβαπίως-οονθγ''. Ιἰοθηςθα μΠάθ: Ρωβ[ἰς αοπιαίΐη νἰ 
Ν/ἠκιπιθαία (οΠήπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαίἰα.οιρ/ννἰΚΙ/ΕἰΙ6:Ὀἱορπαπίις- 
εονε/.]ρρηπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:Πἱορηαπῖως-εονεΓ]ρρ 


«ωε Εικόνα 2: 'Ρἰορῃαπῖίις-[|/-8-Εαγπιαϊ''. [ἰεθηςθα μπας ΡιβΟίίο αοπιαϊη 
νία ΛΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰκί/ΕΙΙ6:Ὀἱορπαπίις-||-δ- 
Εαγηιαῖ.ΙρρΗπιεαἰανίθννει/ΕίΙ6:ἱορηαηῖις-||-8-Γεγηιαϊ.Ιρρ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
ας ἱὐ.46 :46 6“ -.-. 


« Εικόνα 3: 'Ρἰειτα 66 Εθιπιαϊ" ΟΥ ΤΗΙίς Εἱ6 ἵς Ιαεἰκίηρ αιιζΠοΓ 
ἱη[ογηπαϊίοη. - Πιϊρ://ΝΝνν-ργοιρς.αςς.σῖ- 
8Πς.ας.Κ/"Πἰςῖοιγ/ΡἰεϊΏἰςρἰαγ/ΕεΓηιαῖ.Πϊππ|. ΓΙοθης6α μπας ΡωβΙίς 
αοπιαἰῃπ νία ΛΛΙΚἰπιθαία (οπππιΊοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ινἰΚκΙ/ΕἰΙΙ6:ΡίεΓγαο «6 Εειπιαῖϊ.ΙρρΗπιεαϊ 
ανίθννει/ΕἰΙ6:Ρί6ΓΓο ας ΕεΓγπιαῖ.Ιρρ 


«α Εικόνα 4: "Απαάγενν νν]]ας51-3' Ὀγ "οοργηὶρηϊ 6... ΜοζζοεβΙ, Ργϊπεθῖοη 
Ν.Ι" - πιρ://Ννννν.πιοζζοςβ[.οιρ/ἀειΙἰσηεθθ/ΠΏειίσπε1/ ΠΩ5ς002Δ.]ρΡ. 
γἱα ΝΝΙΚΙπιθαία (οΠήπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ννἰκι/ΕΙΙ6:Απαάγανν ννίες1- 
3.ἱρρΗπιεαίανί6νναι/ΕἰΙ6:ΑπαΓενν νν]ες1-3.ἱρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ΑΔ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 4: Διόφαντος και 
Αραβικά Μαθηματικά. Ενότητα 4.1: Διόφαντος και συγκεκομµένη 
Άλγεβρα». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4: Διόφαντος και Αραβικά Μαθηματικά. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο... ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ - ΕΣΠΑ 
πλω 0) 208 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εα Ικο . 


ΒΥ 9ΆΑ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4.2: Δευτεροβάθμια εξίσωση και Πυθαγόρειες 
τριάδες. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ο... ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ - ΕΣ ΠΑ 
: 0072013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εα Ικο . 


ΒΥ 9ΆΑ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
------------- 


ὧε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«9327 ---ἷ----- 


«ος Διόφαντος και συγκεκομµένη Άλγεβρα. 

ο Δευτεροβάθμια εξίσωση και Πυθαγόρειες τριάδες. 

ο Αραβικά μαθηματικά (δευτεροβάθμια και τριτοβάθμια 
εξίσωση), Εἰροπαοσςὶ. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἔτι. ἹἼ{ἥ..ἶ 


ας Στην ενότητα αυτή γίνεται µία εισαγωγή στο έγοτου 
Διόφαντου και παρουσιάζεται η αλλαγή έµφασης στην 
επίλυση των εξισώσεων έως καιτα αραβικά μαθηματικά. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ερωτήματα 
------ω ------ 


Τι είναι αριθµητική2 

Τι είναι Άλγεβρα» 

Είναι Άλγεβρα η «Γεωμετρική Άλγεβρα»2» 
Έκανε ο Διόφαντος Άλγεβρα» 


Ασχολήθηκαν µε Άλγεβρα οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πολυωνυμικές εξισώσεις 
και Βαβυλωνία (1) 


Να βρεθεί το µήκος και το πλάτος έτσι ὥστε η περίµετροςνα 
είναι 13 καιτο εμβαδόν 7 25: 
Διαδικασία: 


βρες το µισότου 13: 62 
βρεςτοµισότου 635: 3 

βρες (314) (3): 10 9/16 
αφαίρεσε 7 25: 3 1/16 

πάρε τη (τετραγωνική )ρίζα: 134 
μήκος: 31 4Ξ5 
πλάτος: 3-1 ὰΞ1 72 
«--19- -1/5. π.Χ. 

ΥΡς 466035 


Εικόνα 1 


-. ὼ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
/λ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πολυωνυμικές εξισώσεις 
και Βαβυλωνία (2) 


Αν χ, Υ εἶναι το µήκος και το πλάτος τότε 
θέλουµε να λύσουμετις εξισώσεις: 
ΧΓΥΞοΙ/2ΧΥΞΤ1/2 


1 1 1 Οδηγίες: 
-6--αιχ[ό-- αχ] -7- 
. 2 "ας 2 :) 2 τοµισοτου 622: 3 74 
Ἱ 1 1 (314) (314): 10 9/16 
---- ο -.- τος 
ο πι οσα ώσο προ... 3 1/16 
πο (τετραγωνική) ρίζα: 1 54 
1 ο. 1 μήκος: 341 3-5 
5 [65] -4-75 
--- ρα 2) 2 πλάτος: 3-134-1 νο 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


Πολυωνυμικές εξισώσεις 
και Βαβυλωνία (3) 


Το πρὀβλημµα µετην περίμετρο και εμβαδό αντιστοιχεί στην 

εύρεση λύσης µίας δευτεροβάθµιας εξίσωσηςτης µορφής 
χ2ξΞὐχ -οῦὐσθις”οῦ 

Σε ἀλλη πλάκα υπάρχει παράδειγµα εὐρεσης λύσης της 

εξίσωσης 


1 
τα -- 11: - 6 


πο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ευκλείδης, βιβλίο 2. 1, Στοιχεία 
-----ὁὉο-------- 


σι 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Να διαιρεθεί δοθέν τµήµα 
ὠστε το ορθογώνιο που ορίζει 
το τµήµα και το ένα µέροςτου 
να είναι ισοδύναμο µετο 
τετράγωνο που έχει πλευράτο 
ἀλλο µέρος. 

αία-- αχ) Ξ κ 
ΑΒξα 
Λύση:χΞ ΑΕ ὀπου ΑΕ εἶναι 
ίσο 7 ΑΒ και ΕΕΞΕΒ. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Διόφαντος “τρίτος αιώνας μ.Χ. 
Ἴἔἐὁ....Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἄ.Ἴ... 


ΡΙΟΡΗΑΝΤΙ 
ΑΙΕΧΑΝΡΚΕΙΝΙ - 


ΑΚΙΤΗΜΕΤΙΟΟΕΥΜ 
ΤΙΒΕΙ 5ΕΚΧ, Β 
ΕΤ ΡΕ ΝΨΜΕΚΙΣ ΜΨΙΤΑΝΟΡΛΙ5 
ΕΗΙΒΕΚ νΝν». 


Άθιο ῥηννίων Ογκὸ 6 Τε νὲ εἰμῆ, «ἴφιε αὖγοί αν 
Οοπηηνεπίαγίάς ἴηβγαί, 


ΛΥΟΤΟΝΒΕ ΟΙ ΛΥΡΙΟ ΟΛΣΡΑΝΒΕ ΡΑςΗΕΤΟ 
ΜΕΣΙΧΙΑςΟ ΦΕΡΝΣΙΛΝΟΥ.ς. 


ΙΝΤΕΤΙΑΕ, ΡΛΕΙΞΙΟΝΥΜ, 
υπιρίρυς ΦΕΒΑΕΤΙΑΝΙ ΟΚΑΜΟΙΕΥ, γα 
Ἱαςοῦᾳα, [0 Οἰεοπῖΐς, 


Μ. Ῥο. ΧΧΙ. 
ΟΙ ῬΚΙΡΙΙΓΕΟΙΟ ΚΕΟΙΑ 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


49 


3 τύποι δευτεροβάθµιων 


εξισώσεων 
---ο ----- 


Ο Διόφαντος εξέτασε καιτους 3 τύπους δευτεροβάθµιων 
εξισώσεων όπουα,ῦ,ς20: 


αχ’ Εὐὔχ--ς 
αχ” Ξ ὕχ-ες 
αχ” σ- ἢχ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Πρόβλημα Ι-28 
-----Ὁο----- 


Να βρεθούν δύο αριθμοί ἐτσι ὠστε το ἀθροισμά τους και το 

ἀθροισμα των τετραγώνων τουςνα εἶναι δοθέντες αριθμοί: 
ΖΕγςα,ζ ΕγΥΞῦ 

Συνθήκη του Διόφαντου για να έχει λύση το πρόβλημα: 

«πρέπει δύο Φορέςτο άθροισμα των τετραγώνων των 


αριθμών µείον το τετράγωνοτου αθροίσματος των αριθμών 
να είναι τετράγωνο.» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 14 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Διόφαντος | 


Απτηηστίςοπητ 14ο: ΠΠ. όι 


ο ΡΕ ο] 
ΣΝ. αἴφυε (όευ Πιό. Ν. «κ 2. Όροσες 
παφνε 4 Ν. -ε 4. Ηρίος εῆε αὰ 3. ὃς αά. 
Ἆως Πιρεκαφάενε το. Τες ἠρίευς 1. αά(εἰν 
τς γπαεδις το, αφ ματως ᾳ Ν. -ν 4. δε 
βει Ν. χι Εείς ετρο ππίπος ᾖ. πιαίος σ. δε 
Απαςίωλε Φα [νομί, 


«πό ὁ ἆθμ µήζων ἴφαι ϱ) ἰνὸς αἱ β. δώ- 


σαν ἃρρ ἀσθιὼς ὁ μπάλας ὁἳ ἠνιλασίνας 


2.) 2η ὁ ἀριθμὸ, μὲ}, ὕραιὃ μὲν ἑλάς- 
σω μὁ 2, ὁ δν μώζων μὲ ἔς κὁὶ ποῖοι τὸ 
πόζλημς. γ 


ΙΝ ΞΥΛΕΥΤΙΟΝΕΑ ΜΗ. 


ΟΑΑΑτΑο ΑΣ αὔροδις «αύςηη ιαίο «ᾗ αμα Ας Ἰρροδία ρικεεάκνῆ φμαλθοί, αἲ είνα 


ανω τεηωήςέε 


Φυοάτο (εν ἠηεσγιαὴ] βππετοτωσι Ὡς ππίθος ἠθεετωαῖ]ο φμάακοτωη, ἃς 


ον ο πσ ο μμ πω α 


. ΟΩΝΑΕΣΤΙΟ νΙΠΠ. 


Κον οσα τνν φμαάτα ην ἀῑμίάετε 
Ῥ νάυος φμαήταίος, Ππρεταί μη Πε νε 

μζζαε ας η ἀ μον. φἠσάσατος, Ῥοπαιες 
εήθησα Ο Ορυστες ἰβτΗΣ 16 --α Ωιαηυᾶ- 
ἡὰεζεφι ταο, Ἐπισο φμαάταεμη ἆ Ώιι- 
ππετῖς αμ οίφιος Ιομετῖς, εμµη ἀε[εέχν τος 
πμίωκιηα φὐοὰ «οπεήηες Ίαευς ἐρβας 16. 
εΏο ἆλ Ν.-- 4. ΡΙΕ ἰβίως φμαάνατως οείς 
4Ο: -- ιό. --χό ἵνι ας αφμαὑμηιις νηὶ- 
ελύδυς τό --ι Ο. Οοπιππωπίς αἀιίείσεωτ 
νασσλμς ἁς(εξίην δὲ ἆ Επι δες Αμ[ειση- 
τος θηλή βεπε ο Ὁ, αφμα]εν ιό Ν. δὲ 
πο 
αἶτετ νετὸ 33 ὃς νιεῖυίφαε [μπα ες Ἡ {ευ 
αό. δε νε ὰς εμιμάταταις εξ, 


ΟΝ Ἐνναλβες τντράγων.ν Φαλεῖν εἷς 

Δύο πετραλώοις. ἠπιννγάχέω ὃν Ἡ ο 
Φιλ οὓς ο ο τντραγώνους. κφ) τιτάλω ὃ 
αεύτος Φιωάμιως µιας, οώσει ἄθα μερα 
ως αἳ Άῤήει δννάκιως μιας Ίνας ῴ τε 
πορ/ώνφ. Πλάσσω 3 τετράγωνο Ὑπὶ εᾷ, ἔφων 
Φὰ ποτε λε} ο τοοώτων μὲ ὅσων Ἐθὶν κ Ἡ κὸ 
αἳ πλάνων. ἴσν ο Α- λογο κ κἲ. «ὐτ' 
ἄθα ὁ πράγωνος Ἔπαι δωάµιων εἳ μὲ ος 
λείψει ο Αε. παῦτα ἵσαι µρεάσι ϱ- λφίφδε 


Φωνάμιως µιας. κοιὰ φρρσκείθω κα λεῖψς, 


καὶ Υπὸ ὁμώων ὅμμα, Φωνάμει, ἄρα ἵ ἵναι 


εἰεοροπήμ]ωνν ϐ οἱ δύο σιωτεδάντες ποῖσι 


Ὁ ἀκοεόπειμαΊα, ἔτι μονάδας εξ, καὶ ἕον ἠεάτερις τεζώλωιθ. 
ΟΒΣΕΝΝΑΤΙΟ ΡΒΟΜΙΝΙ ΡΕΤΗΙ ΡΕ ΕΕΚΜΑΤ. 


1η ἁκεεον {η ἆ οι (Κβο, αν) φα κ άγα[οφκαἁναίαην ἐν ἀμοά φκκάγκἰνφκα ναί 


ό- «λεν αν κα ζωνν ἐν ἡ Αη ωνε γ]γὰ φκκάγκ ον ῥοίοβατεπε ἐν ἆκοι εἰ 
ο μα ΠΟ αμ μνμα 


Ἠκπε ΜΙΑΣ ΓΙΜΗ εκΗΓΜΙΙΑΑ ΠΟ ε«ρεγεΙ. 


ΟΝΑ5ΤΙΟ ΙΧ. 


πι ΚΣ ορύπεας φμαήαίμηα 16 


ΦΜμιδετε ἡν ἆμος φμαδτωιον, Ῥοπα- 
τς τωίος ρε! αέως νε Ν. οἰεετίις νετὸ 
Φοοίευπφς! τογυτη ο! ἀε[εέϊι τος 
νπίαευπεν φσος «σιήλας Ίστυς ἀμίδεμάί, 
Ἐβο ἴαφυς1 Ν. --ᾱ- ετωης φμαύτας!, Ίο 
μύάεπι! Ώ. Π]ε νετὸ  Ο, -- 16. -ΙόΝ. 
ο απ μη 
νίκες τό, Γρ] 5Ο. -ε 16. --16 Ν. 
αουαίὺς νπα(βυς 16 δε βε α Ν. Γ ες 


ΣΤΩ οὰ πάλη τὸν κ πγράλωνον «δε 
Ἐν εἰς Φύο τετρ) νους. τεγάφθω πάλιν 
} τῷ φρώτου πλάρᾳ «) ἵνὸςν ἡ Ἰ τὰ ὑτάρα 
ο ὅπιων Φάποτε λείψει ιὸ ὅσων δὲ τῷ ολαι- 
ρικδῤν πλάρά, ἴτω ἂν οὗ ᾖ λάίψα μἳ ὅ. 
Ίσνεται οἱ τετράγωνο ὃς μδῥ Φωνάμιως ωιᾶς, 
ὃς δὲ Φωωάμεων ο μὰ ο; λάφὲε εξ με. βή- 
Άδιμαι ὸς Φώς λεεπεὴ συντεἨντας Ίσους 1) μἳ 
μἰ. Φωνάωως ἄρρ ἕ αἱ” λάφαν εξ εξ Ίο 
μὖ κὸν καὶ λέει ὃ ἀθιθμὸς κ πωη]ων, 

μή 


Εικόνα 3 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
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Γενικό πρόβλημα: Να διαιρέσεις 
τετράγωνο σε δύο τετράγωνα. 


Απὐημισιισοτση [1ο, ΠΠ. ὃς 


εεγο ό]ο Φα άκλευεωη , ὃξ Γλσουεν ὑύετο Εἰς «είμαι ἱοςυεῷ Βθεδυρε , νς Ὡλεωίς 


μμ π 


ΟΝΑΣΤΙΟ γη 


πορονιτνµ οὐκάκακυ!α 
«παΐδεις ἵπ όσοι Φὐλάνατος, 
ἵππρεσατη σα {ε νε κό, ἀἰωμάσες 
π ἆμος ηωαάταος, Ρόηατάς 
Ρήνος ε Ω, Όροσεες ἔρίτως 
-. Ω. πηωοῖς . ε[ε πα ατο. 
Εσυ φαλάτταπο ἃ 4 πυπνεἠν 
αμσίησος Ἰνωεεῖε , εωσα ἀείε- 
ια τος υρίευπν αὖος εορεῖ- 
“ες ἔλας ἔρίιως τό, ε[ἴο κα κ. Ν. 
«- ἱρίε ἴπίοως φαλάσαίως «τίς 
“Ο: -- 16,1 Ν. νε σφω.- 
ἔοπεας υπίνας ιό - το. 
(ουανοσἰνκἁ Ικῖαεος νιήσιους 
ὐε[εόας , δε ἃ Επ]νως αωξε 
ταητάτ (πω μα, πετ Ω αουα- 
ᾗες κο Ν. ὃς βτ ε Ν. Ὁ' Εὐκίρι- 
ες αἰτετ αυ κατοξιπι Ὁ .αἶεετ 
νετὸ ο. δὲ νι αίφυε {ωπνραα εΏ 
τει τς, δὲ ντείαως θμλάνλεως 
εἰ. 


στ ΟΝ ολα γθὀ τα πιζάγωνον 

Αιλῶν ας δύο πεη[α γάνοις, {- 
πιτεῖαλ ὃν Αν δον οἲς ὄνοπι- 
αβαγώνοις. καὶ παλν ἑσορτος 
Φωάμεως µιας. ἀήσί ἁ ρα µονά- 
ας νς λα ψὰ δυνάμεως µιας ἴσαες 
ως τέζαΓωνῳ. πλάσσο } πραγω- 
που δσπὸ ος. ὅσων δὴ πετε λέ νά πο 
εέώνμ ὅσων ἕξίνη Ἑ τν Ἂν πλό- 
οἥ- ἔσω ο β λάνΑ μ' |} αὐτὸς 
εσκὸ πράνωνος ἔπει λα ιεων 
Αμ νο [λα ή) ο Ίπεωτα ὃν σσ 
μφνκοι .λ «νὰ Διωόμιως μισο 
κοιν πο λαψε, 3 Στό 
ὁμοίων ὁμοια-δωαµως ἆ «σα Εἶστῳ 


αρεθμρίςς. α λλησαν ὁ ριθμος 


Ις πέμτ]ων εσπη ἐμ σης" ὅ πο 


πέμσῆωη, ὁ ϱμΦ ὠκωεντήμαβων, ἐΦννε συωπεδέντες πειούσι 
ο πσεν μονάδας α. καὶ {ον ἐκάήρος πτράγων. 


Εικόνα 4 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Γενικό πρόβλημα: 
τετράγωνο σε δύο 


Ειδικό πρόβλημα: 
το Ί6σε δύο τετράγωνα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 


Να διαιρέσεις 
τετράγωνα. 


Να διαιρέσεις 


16 


Πρόβλημα της διαἰρεσηςτου Ί6σε 
δύο τετράγωνα (1) 


Πίσω στον Διόφαντο και στο πρόβλημα της διαίρεσης του 
16 σε δύο τετράγωνα. 


Ο Διόφαντος δίνειτις παρακάτω οδηγίες: 
Έστω χΖ το πρὠτο τετράγωνο. 

Αυτό που απομένει είναι 16-- χ”. 
Πρέπει να εἶναι τετράγωνο και αυτό. 


Παίρνω το τετράγωνοτης διαφοράς ενός οποιοδήποτε 
πολλαπλασίου του χ μείον 4. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


Πρόβλημα της διαίρεσηςτου Ί6σε 
δύο τετράγωνα (2) 


Για παράδειγµα ἐστωτοτετράγωνοτου 2Χ --4: 
Τότε (2χ -- 4)” -- 4χ” -Ε 16 -- 16κ. 
και 
(2χ--4)5-- 16-- κ” 
Τελικά 
σχ- Ξ Ί6χάραχςΞ 16/5. 


Το ένα τετράγωνο είναι 2596/25 καιτο άλλο εἶναι 144/25. 


“ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 18 
κ πο. Αλ , ὃ , 
η πό /Β Πανεπιστή μιο Τµήµα Μαθη µατικὠν 

«τὴ ν ΟΘεσσαλονίκης 


Πρόβλημα της διαίρεσηςτου Ί6σε 
δύο τετράγωνα (3) 


Γιατί ο Διόφαντος διαλέγει το δεύτερο τετράγωνο να είναι 
της µορφής (πια -- 4)” 

Αν Ίι - 2τότεηλύση εἰίναιχ -- 256/25,ΥΞ 144/25 

Αν πι - 4 τότε η λύση είναιχ - 1024/2689 ,Υ - 3600/2669 -- 
Ο Διόφαντος στην ουσία λέει ὁτι υπάρχουν άπειρες λύσεις 
(και δίνει τρόπο εὐρεσης Πυθαγορείων τριάδων). 

Ποια είναι η γενική µέθοδος2 Αν το αρχικό τετράγωνο 

ήταν «” πως θα βρίσκαµε τα δύο τετράγωνα» 


Ἕππωνς Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµερινή Γεωμετρική ερμηνεία: 


--Ὁ Ο κύκλος 


.ἁ ον . --- 16 -- χ2 
| δρα] ͵ 
ὦ λὰ θεία 
ψ ο καιη ευ 
/ κα ὶ ΥΞ2χ-4 
οι” Λ 40 τέμνονται σε δύο σηµεία. 
ἳ / / Το ένα σηµείο τοµής βρίσκεται 
ν Λι Γι στον άξονα των γ (χ - 0). Το 
κ / ασ ἆ πο άλλο σηµείο τοµής έχει για κχ- 
κ ή συντεταγµένη την τιµή που 
ψάχνουμε. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7 Θεσσαλονίκης 


«Αριθμητική» Βιβλίο 4 
------ ο... 


«Αριθμητική» Βιβλίο 4: (Ο Διόφαντος αναφέρεται σε 
Πρόταση απόὀτο βιβλίο Πορίσµατα, ὀπου εννοείται ότι είναι 
η απόδειξη) 

Αριθµοίτης µορφής 41ι -- 3 δεν µπορεί να είναι άθροισμα 
τετραγώνων {έχει η πρόταση αυτή απὀδειξη µετα εργαλεία 
του Διόφαντουϱ) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Μετάφραση της «Αριθµητικής» 
--ᾱ 


Μέρος της «Αριθµητικής» αντιγράφηκε απὀτους 
Βυζαντινούς λόγιους, 


(σχόλιο απὀ Ιωάννη τον Χορτασμένο τον 149 αιώνα) 
Μεταφράστηκε στα Αραβικά τον 105 αιώνα. 


Το 1463 ο Βορἰοπιοπίαηις αναφέρει ὁτι δυστυχώς η 
“Αριθμητική» δεν έχει ακόμα μεταφραστεί στα Λατινικά. 


Μετάφραση του Βοπιρε[ἱ 1570, (χρησιμοποίησε 
προβλήµατα στο βιβλίο του Άλγεβρα). 


Πιο γνωστή μετάφραση του Βας[οαῖ 1621 (Εεγηπιαῖ). 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
Ἴὕνὁι Ἱ.Ἱ ἹἼ{ἦἵἦὥὅὤὅὕὤὉα 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
ο «ο ο 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 
σε Εικόνα 1: Ωηῖρ://ἰςδανν.ηγµ.δα//οαχΏἰρ[τίοης/ΡείοΓε-ργίΠΒΡοΟΓας/ 


σὲ Εικόνα 2: "Πἰορβαπίως-οονθ;''. Ιἰοθηςθα μπας: Ρωβ[ἰς αοπιαίΐη νἰ8 
Μ/ἠκΙπιθεαία («οπηπιοης - 
Πηιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.ορ/ινἰκἰ/ΕΙΙ6:Ὀἱορπαπίις- 
εονεγ.]ρρΗπιεαϊἰανἰ6ννει/ΕἰΙ6:0ἱορπαπῖως-εονει.]ρς 


σε Εικόνα 3 και 4: 'Ρἱορπαηῖις-[|-8-Εεγηιαϊ". [ἰεθηςθαά επαςι ΡυβΙίςο 
αοπιαίη νία ΛΝΙΚΙπιθαία (οΠήπιοης - 
Πηιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰΚκί/ΕΙΙ6:Ὀἱορπαπίις-||-δ- 
Εαγηιαῖϊ.ΙρρΗπιεαἰανίθννει/ΕίΙ6:ἱορηαπίῖις-||-8-Γεγηιαϊ.Ιρρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 4: Διόφαντος και 
Αραβικά Μαθηματικά. Ενότητα 4.2: Δευτεροβάθμια εξίσωση και 
Πυθαγόρειες τριάδες». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 


ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4: Διόφαντος και Αραβικά Μαθηματικά. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΙ λμεν ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΗ ο 


2007-2013 () Θ 
ΣΕ ΞΕΕΙ πρόγραμμα για την ανάπτυξη. 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εγΥρωπΑῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ ΒΥ σι 

Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 

Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 4.3: Αράβικα Μαθηματικά (δευτεροβάθµια και 
τριτοβάθμια εξίσωση), Εἰροπαος[. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΙ 


ΕΙ λμεν Κά ΔΙΑ ΒΟΥ πω ΠΑ (3) (ο) 
- : πρόγραμμα για την ανάπτυὶ (ος) 
ΙΠΑἴΚΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ  ΑΘΛΗΤΙΣΜΩΥ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευ, Ἴαϊκό Κο ὁ Ταμείο 
π- ἨΕἍ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
Ἴὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὅ,ἷ,ἶἷἐὥ, 


«ωα Διόφαντος και συγκεκοµμµένη Άλγεβρα. 

«ω Δευτεροβάθμια εξίσωση και Πυθαγόρειες τριάδες. 

«ω Αραβικά μαθηματικά (δευτεροβάθµια και τριτοβάθμια 
εξίσωση), Εἰροπαοσςὶ. 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


------...... 


«α Στην ενότητα αυτή γίνεται µία εισαγωγή στο έργοτου 
Διόφαντου και παρουσιάζεται η αλλαγή έµφασης στην 
επίλυση των εξισώσεων έως καιτα αραβικά μαθηματικά. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


αἰ-Κηνναγἰζη! (790-850) Ιράκ 


ς 
9 


Εικόνα 1 


οσον ν ν ν ντ, 
ο το κοκ λοτολο 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


᾿ Ἰ 8) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ΚΠάΡ αἰ-/απι ννα-/-ία[για θ[-Πἰςᾶρ αἰ-Ηίπα 
(λατινικά Γἱχ[ί αἰοογίζηι) "629 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


αἰ-ΚΠαθ αἰ-πιιμκηβίασα: ᾗ Πἰςαῦ αἰ-/αβί 
να |-πιασφαβαί[α 


αἰ-ΚΠαθ αἰ-πιωακῃίασαι [ί Πἰςσαρ αἰ-[αβι 
ο μεεμό-ἴ, Μ ννα |-πιμααθα[α 

κ κονλὰ | μιά κά ο λ.ς- ὁ μα 830 

ᾱ|-|αοή: αποκατάσταση-- συμπλήρωση 
Μιραῦαἰα: ελάττωση---εξισορρόπηση 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 9 


ο, 5) }4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Χάρτης του α|-Κνναγἰζιηὶ 


Εικόνα 4 


Χάρτης του α|-Κνναγἰζηιὶ (και γεωγράφος) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


10 


Αλλαγή ἔµφασης (στην επίλυση 
δευτεροβάθμµιων) 
Ὑ---ἵὉ--- - 
Αλλαγή έµφασης (στην επίλυση δευτεροβάθµιων): 


Το ζητούμενο είναι να βρεθεί αριθµός (οί) που να ικανοποιεί 
(οὐν) κάποιες συνθήκες και ὀχι ακμές τετραγώνων. 

Σε κάποιες περιπτώσεις ο αἰ-ΚΠιννᾶγίζηιϊ δέχεται δύο 
(θετικές) λύσεις σε δευτεροβάθµιες εξισώσεις. 


Συγκρίνοντας το γραπτότου µετου Διόφαντου 
παρατηρούμε ότι δίνει γεωμετρικού τύπου αποδείξεις. 


ον ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα: Ποιό πρέπει να είναι το τετράγωνο 
που ὀταν το προσθέσεις σε 10 απὀτις ρίζες του 
θα γίνει 392 


χ2 -Ε10ΧΞ 39 


Διαιρείς τον αριθµό των ριζὠν και 
λα κκ. ρι χ2 ΕὔχοσῦςσἝσθ 


παίρνεις 5. : 
Αυτό το πολλαπλασιάζεις µετον ϱ) 
εαυτὀ του καιτο γινόμενο είναι 25. Ὦ 
Προσθεέτεις σε αυτό 39. Β .. 

Το αποτέλεσµα είναι 64. 7 
Παίρνεις της ρίζα του που εἶναι 8. ) . 
Αφαιρείςτο µισότου αριθμού των ; 

ριζών που εἶναι 5, το υπόλοιπο εἶναι 3. λα Ρ 
Αυτή είναι η ρίζα που ζητούσες. ς) μ.ο 


Αν ἱστορία των Μαθηματικών 12 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
οράᾳ 


Ρητορική προσέγγιση (1) 
σσ ω --- 


Πλήρωση του τετραγώνου: (απόδειξη για κχ” -- 10χ - 39) 


χ2-Ε 10χ - 39 


. ιούς 10 
ση 2 2 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἀ ο δὴ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ὤκλ ορ) Θεσσαλονίκης 


Ρητορική προσέγγιση (2) 
σσ ω --- 


Για κάθε µορφή πολυωνυμικής εξίσωσης βαθμού 2 δίνεται 
διαφορετική λύση και απόδειξη. 


Στις μορφές αυτές ο αἰ|-Κνναγἰζπιὶ δεν δέχεται αρνητικούς 
συντελεστές. 


Οιλύσεις πρέπει να είναι θετικές, ενώ το 0 δεν είναι λύση. 


Για τη λύση δευτεροβάθµιας εξίσωσηςτης µορφής 
χ»-οξ ἢχ 


χρησιμοποιεί την παρακάτω γεωμετρική κατασκευή. 


ὧν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γεωμετρική κατασκευἠ 


ΝΕΡΞ Ρ,Β8ξκχ,ΝΤΞ 0/2 
Άρα 
ΚΙβα είναι τετράγωνο µε 
ακμή 

Ρ/2-κχ 
και εμβαδόν (0/2)2 --ο. 


ρω Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
Γλλ . ῃ Π 
| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


| Θεσσαλονίκης 


Ερωτήματα 


---.----.---υ-|-ὐἷ-.-..... 


Έμπνευση του α|-Κνναγἰζπιἰ απὀ αρχαίους Βαβυλώνιους, 
Διόφαντο και Ευκλείδη. 


Είναι όµως οι αποδείξεις του αἰ-Κνναγἰζπ]ἰ, του ιδίου «τύπου» 
ὀπωςτου Ευκλείδη» 


Ο α|-Κνναγἰζηηί δεν έγραφε εξισώσεις. 


Χρησιμοποιούσε ο αἰ|-Κνναγἰζηηὶ το ΙνδοΑβραβικό σύστημµα2 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Παράδειγμα απὀτο κείµενοτου 
Αρι Καπιιι (1/2) 
«9227 ------- 


Παράδειγμα απὀτο κείµενοτου ΑΡΏι Καπιι. 
(Αίγυπτος: "850-930 μ.χ.) 


Σε ἑνα πρόβλημα υπολογίζει πως να χωρίσει κανείς το 40 
σε δύο µέρη, ἐτσι ὠστε ὀταν το ένα µέρος 
πολλαπλασιάζεται µετον εαυτότου, το άλλο µετη ρίζατου 
8, και αφαιρείται απὀ το πρὠτο γινόμενο το δεύτερο, το 
αποτέλεσµα είναι 40. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Παράδειγμα απὀτο κείµενοτου 
Αρι Καπ (2/2) 
«9227 -------- 


Μετά απὀ πράξεις δίνει την απάντηση: Το µέρος είναι 10 και 
ρίζα 2 αφαιρώντας ρίζα του αθροίσματος του 42 καιτης 
ρίζας του 800, ενώ το ἀλλο µέρος εἶναι... 


ἘΣο Καπι χρησιμοποιεί µε άνεση ριζικἀ µη ρητών” Ἐ 


10.92 -- |42 -ς ν800 


Ἕππνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα απὀτο κείµενοτου 


Αρι Καπι (Αίγυπτος: “850-930 μ.χ.) 
σσ ---- 


Σε ἑνα πρόβλημα υπολογίζει πως να χωρίσει κανείς το 10 σε 
δύο µέρη, ἐτσι ὠστε όταν το ένα µέρος πολλαπλασιά- ζεται µε 
τον εαυτό του, το άλλο µετη ρίζατου 8, και αφαιρείται απὀ το 
πρὠτο γινόµενοτο δεύτερο, το αποτέλεσµα είναι 40. 

Μετά απὀ πράξεις δίνει την απάντηση: Το µέρος εἶναι 10 και ρίζα 
2 αφαιρώντας ρίζα του αθροίσματος του 42 καιτης ρίζαςτου 
900, ενώ το άλλο µέρος εἶναι... 

Ἐϊο Καπ! χρησιμοποιεί µε άνεση ριζικά µη ρητων” Ἡ 


10-.92-- [42 -Ε ν80θ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


π 
ον 
Αλ ο ὴ 
ΑΙ) 
ΤΗ 


ΟΠΙ8Γ ΚΠΔΥΥΑΠΠΗ (Περσία) 
(1048-1131) 


Αριστοτέλειο 
. Πανεπιστήµιο 
«κηρηορ Οεσσαλονίκης 


ΑΔ. 


Εικόνα 5 


κ. ο ντο τρ Ὁ 

νο Ον 
ϱ ον νο μα μυς νἩ 
άρμα νο Ελοῦ  νὴ.» τ 

ο Μπ ο ή 

σεν ο σηλνω 

ρα σος ο 

ο αμ 

ἔτο Ὀτολλο-σαδ/- ος Αλλά αλ, τι) 
ο κ ρρἈρρο 
” νσλλυ Φιῤ-ωιοβενάλσι 

ών Μον ρω, σα) 

σος) δι λού»ών 
ο πι νοη 

ο αν 
κό έν) οἱέ αλλ ου ουκ.) 
λωυ κ ολα 
που σωστο λος ζλ λνοὶ 
ο να ο, 


Εικόνα 6 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 
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Ἕρμπων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Παρένθεση: παραβολές 
σσ --- 


Ο Ιπποκράτης ο Χίος (περ. 430 π.χ.). 
Μέναιχµος (περ. 350 π.Χ.) για τον διπλασιασµότου κύβου. 


Αρχιμήδη (287-212 π.Χ.) (κωνικέςτοµές---εμβαδό 
παραβολικού τμήματος). 


«Κωνικά» του Απολλώνιου (περ. 250 π.χΧ.)(όροι παραβολή, 
έλλειψη, υπερβολή). 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΚΠΥΥαΠΙ: λύση της τριτοβάθμιας 
εξίσωσης 


Κύβος και « ρίζες να είναι α. 
Έστω ο κύκλος µε κέντρο Ο 
και διάµετρο ἄ/6ο. 
Έστω η παραβολή µε κορυφή 
Β, άξονα κάθετο στο (8Β και 
διευθετούσα στο Α 

ὀπου ΑΒξ(ίτετραγωνική) ρίζα 
σ/4. 

Αν Ώ είναι το σηµείο τοµής 
του ημµικυκλίου και της 
παραβολής τότε ΒΕ είναι η 
λύση. 


“ήν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὢ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


χὸ σχ-α 


--ᾱ--ὅ---....... 


Σημερινή ερμηνεία: αναλυτικές εξισώσεις του κύκλου και της 
παραβολής που περιγράφονται στη λύση του ΚΠΔΥΥΑΠΙ 
[ο κύκλος µε κέντρο στο (α/2ς6,0)). 


αλ . αλ . 
μπα ἃ να -- (σε) ο το 
( . » 26 νο) 
Έστω (Χρ, γρ) οι συντεταγμένες του σημείου τοµής. Τότε 
αντικαθιστώντας στις δύο εξισώσεις προκύπτει: 
2 . 
χρ-σ-] Ἐλόοπισ] χο ὥμαα Ξγό 
25 . 26 ς . 


ἀ 
κ Ξ- νεγο 3 κό Ξ- ογᾷ, χῷ Ξ- οχο[ς--κο) - αὃ -- ᾱ-- σχο 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


23 


Αριστοτέλειο 


Ινδο-Αραβικό αριθµητικὀ σύστηµα 
σ---ὁ---- 


Ινδο-Αραβικό αριθμητικό 
σύστηµα 


Εικόνα 7 


Εικόνα 8ὃ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


α Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Αιγαβἠαῖα (476-550 μ.χ.) 
(Ινδία) 


Το θιθλίο του «Αιγαθμαϊϊΐγα» 
είναι σε μαθηματικά 
(αριθμητική, άλγεβρα, 
τριγωνομετρία, σφαιρική 
τριγωνομετρία, 
δευτεροβάθµιες εξισώσεις, 
συνεχή κλάσματα, 
αριθμητικές σειρές, πίνακες 
ημιτόνων) και αστρονομία. 


Εικόνα 9 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


α.ο λα Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ος. 


Το μηδέν και η ιστορία του 
ο. ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅἷ,ἶὥἐ.ἐ, 


Το μηδέν ως ψηφίο και ως αριθµός: 

Κεντρική Αμερική ΄ 36π.Χ. (ψηφίο) 

Πτολεμαίος “130 μ.Χ. (ψηφίο αριθμός) 

Ινδία " 460 μ.Χ. (δεκαδική βάση- σύστηµα 

θέσης Γκωδικοποιηµένη µορφή 10 ψηφίων) 

α|-ἰΚνναγἰζπηί "825 
Ευρώπη 129 αιώνα (όπως και τα άλλα Ινδο- αραβικά σύμβολα 
µε το Ι 106: αΏαοσίὶ 
(δεν υπάρχει χρόνος 0) 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 26 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Κλαύδιος Πτολεμαίος (855-165) 
Αλεξάνδρεια 


«Η µεγάλη σύνταξις της 
Αστρονομίας γνωστή ωςη 
«Μεγίστη» και από τα 
Αραβικά ως «αἰπιαροςί». 


(τριγὠνομετρικοί 
πίνακες-Ιππαρχος) 
3609 µοίρες για τον κύκλο 


«Γεωγραφία» (µήκος και πλάτος) 
και ο Κολόμβος. 


Εικόνα 10 


ἱστορία των Μαθηματικών 27 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΙθοπαΓαο Εἰροπαςςσί 1170-1250 


Γιός του Βοπαςσσὶίο 


Ινδοαραβικά ψηφία και 
Δύση 


Εικόνα 11 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


[106Γ αὐαςί (1202) 


Εικόνα 128 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


29 


[106ι αραςσἱ (το βιβλίο των 
υπολογισμών) (0-9 -- σύστημα θέσης) 


Εικόνα 120 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 30 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 


«κλπ Θεσσαλονίκης 


Η ακολουθία του Εἰροπαςσςί (1) 


----ᾱ- --...... 


Η ακολουθία του Εἰροπαςσί σχηματίζεται από το εξής πρόβλημα, 
(1106: Αρας!) : 

«πόσα ζευγάρια κουνέλια θα έχουµε σε ένα χρόνο, αν ξεκινήσουμε 
µε ένα ζευγάρι, και αν κάθε µήνα το κάθε ζευγάρι γεννά ένα 
καινούριο, που αρχίζει να αποκτά δικούςτου απογόνους απὀ το 
δεύτερο µήνα και µετά» 

11.29,5,5,13,21,324,55,59, 144, 233,3//,... 

ΕΟΞΟ,ΕΙΞ Ί1,Ε2Ξξ 1, Εξ Επι Γῃο 


δα κα αι 


” 


Τρίγωνο του Ραςς8[Η- ακολουθία Εἰθοπαεοςίὶ κ 4 
στο νο 
6 152015 6 1 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 31 


ΑΔ 


Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ακολουθία του Εἰροπαςςί και η χρυσή 


... 
.. ϱ 1.6180353989897 
α-- 1 -- τι 
(ω-ό (1--ϕ) 
--ὕ----- ν» 
πμ πω τι οφ --(-τ/φ)” 
αἲὈ κ 
Ὀ 
Ὅ- τσ Ξιαβ.Ξ(ρ µ Βία 1) 
που ᾗ (πι) 
σρς ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
᾿ λα Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Η ακολουθία του Εἰροπαςσςί (2) 


Εικόνα 13 


ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


33 


Ηλιοτρόπιο -- ακολουθίες Εἰροπαςςὶ 
ΙΛ ΛΙΛΙΛἸµἸἾµου . Ἴἥ.. 


Εικόνα 14 
-ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 34 
β Ἶ Αι 4 , , 
δ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
σσ ο-9227------ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/6) 
ας ϐϱ--... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 


Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ωε Εικόνα 1: '1983 6ΡΑ 5426 (1)" Όγ ὑπΚποννη - 
Πιίρ://Ννννν.Πιις[ἰπιπεγίῖαρα.εοπι/Τορίἰςς/αείαιι{. [παρ ΑΓἴίςΙ6ΙΓ0Ξ631, 
[1]. ΓΙεθηςθα εΠαςει Ριβ[ίς αοηιαϊη νία ΙΛ ΚΙηιθαία (οΠΊπιοης - 


εαἰανίδννει/Ε[Ι6:19583 (ΡΑ 5426 (1).ρης 


«α Εικόνα 2: "Εἰχίϊ αἱρογίζπηί" Ὀγ ΜιΠαΠΙΠΙ8αά ἵρθη Μιιςα α|-Κηνναγἰζηηἰ - 
«(8ΠΠ6ΘΑ {ΓΟΠΙ {αςσἰπιί[ς (1963). Ιἰεθηςθαά μπας: Ριωβ[ίς ἀοπιαίη νία 
ΝΠκἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟης - 

ΩΙ τρ://εοπΊπιοης.νκἰπιθαἰα.οΓς/ννκἰ/ΕΙα:Πἰχίήῖ αἰσογίζηιί.ρηρβΗπιθαἰαν 


ἰθι/αι/Εἰ]α:Ὀἰχίϊ ἀἰσογίζπιί.ρη 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/6) 


----------ᾱ-.--...-. 


«α Εικόνα 3: Ιπιαρε-ΑΙ-ΚΙΙᾶΡ αἰ-πιυῃίαςα: Π Πἱςᾶρ α|-ὔαῦί ννα-|-πιυοαᾶβραία'' 
Ὀγ ΜιΠαΠΊηιαα ἴρη Νιςα αἰ-ΚΠνναγἰζηηἰ - οἨπ |. Εςεροςίϊο. Τ16 Οχίογα 
Ηἰςίουιγ οἳ Ι5ιαιι. ΟΧΙοΓα ἰ)πἰνεΓς!ἴγ ΡΓ{65ς. Ι5ΒΝ 0195107993... ΓΙοε8ηςαα 
μΠαει Ριβ/ίο ἀοπιαίηπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπιοης - 
ηιϊρ://οοπιπιοης.νἰκἰπιθαἰα.οΓρ/ννκΙ/ΕΙΙ6:Ιπιαρε-ΑΙ-ΚΙΙ6ς496810 αἱ 


ΠΙιΡΟΕ1ΙΦΟΒΘΡΟΑΒΙαΑΟΕΊΙΦ6ΒΘΟΟΑ3αΓ ΓΦΟΓ46ΑΒ 9οΕ1ΙΦΟΒΒΟΟΑΡΙςΦΟ(42681Ρ αἱ 
-οο(4969Γα0( ννα-|-πιιανο(δνοξθ10αα.]ρρηπιεαίανίθννει/ΕἰΙ6:Ιπιαρε-Αἰ- 
ΚΙΙΡΟΓΔ568109 αἰ- 

ΠιιΡΟΕ1ΙΦΟΒΘΖΟΑΒΙαΟΕΙΡΦ6ΒΘΟΟΑ3αΓ ΙΦΟΓ4ΟΑΒ 9οΕΙΦ6ΒΒΡΟΑΡΙςΟΟΓ4ΡΟ51Ρ αἱ 
-6(496Θ9ΕΘΡΙ{ ννα-|-πιμανο(βνοδ1ραἱα.ἱρρ 


«α Εικόνα 4: "ΑΙ-ΚΠινναγἰζητί'ς Πιαρ'. Νία Λ/κἰρααϊία - 


2/5 ΠΙαρ.ΡΠΡ 


ρω Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/6) 


κ ὁ---..... 


«ο Εικόνα 5: "Όπιοι ΗαγγαπΙ" Ὀγ υήΚποννη - 
Πιϊρ://νννν.κεπϊεαίἰΓ.εοπι/2012/11/26/πιαϊγαΚκεῖ-παςμη-Κἰπιαϊγ/. 
ΙΙοθηςθα Πας Ριμβ[ίς αοηπιαἰη νία ΙΛκηιθαία («οπΊπιοης 
ΠΩ ρ://6οΠΊπΊοης.ννκἰπιθα[α.ο(ς/ννκἰ/ΕἰΙα:20(32096ηΠΊ6Γ Ηαγγαπι.ἱρ6δ8 


πιθαἰανίθνναι/ΕἰΙ6:96ς32696ΠΙ6Γ{ Ηαγγαηπι.ΙρΡ 

«α Εικόνα 6: "ΚΠαγγαπι-ραΡρε:-15ἴραρθο". νίὰ ΜΛΙΚκιρααία - 
Πιϊρ://6η.ννἰκἰρεαία.οιρ/ινκἰ/ΕἰΙΙ6:ΚΠΥγαΠΙ-ρ8ΡεΓ- 
15ἱραρε.ρηρΗπιεαἰανίθννει/Εἰ6:ΚΠΥγαΠΙ-ραρεΓ-15ςἴρ8ρθ.ρηρ 


ααὲ Εικόνα 7: "Ιπαίαη πιωΠπιθΓαἰς 100ΑΗΡ"”. [Ιεθηςθα μπας: Ριωβ[ἰς αοπιαἰη 
νίᾶ ΑΛ κΙπιθαία (οπιπΊοης - 
Πἰ{ρ://εοπππιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/νν]κί/ΕἰΙ6:Ιηαίᾶηπ ΠιωΠιθΓαἰς 100Α0.ςν 


σΗπιθαἰανίανναι/ΕἰΙ6:Ιηαάίᾶαη ΠιΠΊθΓαίς 100Α0Π.ςνρ 


ὦωα Εικόνα 8: ΩηΙῖρ://6επ.ννἰκἰρεαία.οΓρ/ννἰκἰ/Ιπαἰαη ΠΙΠΊΘΓαΙς 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(ως 


(ως 


(ως 


ρω Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/6) 
ας μὐ 046 06 6. -.-. 


Εικόνα 9: '2064 αιγαβμαῖϊα-ειρ" Ὀγ ΤΠίς {6 ἰς |αεἰίης αμἴίιοι 
ἱη[οΓγΠιαϊίοη. - Όννη ννοΓΚκ. Γἰοθηςθα µΠας: Ριωβ/ίς ἀοπιαίη νία 
Νἠκἰπιθαἰία (ΟΠΊΠΊΙΟηΗς - 

ΠΩ ρ://6οΠΊπΊοης.ννκἱπιθαία.οις/ννκἰ/ΕἰΙα:2064 αιγαθῃαϊαᾶ- 
εΓρ.ἱοϱΗπιθαἰανἰθνναεΓ/ΕἰΙ6:2064 αιΓγαΡΗαἴᾶ-εΓρ.ΙρΡ 

Εικόνα 10: "Ριοἰεπιγ 16εαηῖιιγ" Ὀγ ὑς6γ:5δίαΠἰκοεῄει - Οννη ννοΓί. 
ΙΙοθηςθα μπας Ριβ/ίς αοπιαἰη νία ΙΛ κηιθαία (οπΊπιοης - 

ΠΩ ρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἱπιθαία.οισ/νν]κἰ/ΕἰΙα:Ρίοίσπιν 16εεηίμιν.ΙρσδΗηπιε 
ἀἰανίενναι/ΕἰΙα:Ρίοἱεπιγ 16εδηϊιιγ.]ρς 

Εικόνα 11: "Εἱροπαςςί' ΟΥ µΠΚποννη πιθαίενα αγϊςϊ - 58η ΓΓΟΙΠΙ 
"Μαϊπεπιαϊίσαι ΟἰΓεις' Ὀγ Μαγιίη (4ΓάΠ6Ι, ρμβ/ἰσηθα 1981. [1εθηςθςά 
μπας: Ριωβ/ίς ἀοπιαίη νία ΑΛ Κἰπιθαία (ΟΠΊΠΊοης - 

ΠΩ {ρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἰπιθαίἰα.οιΓς/ννἰκἰ/ΕἰΙα:Εἰροηαςς].ΙρσΗηιθαἰανίθννθ 


Εἰ6:Εἰροπαςς|.ΙρΡ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/6) 
--.ο ο... 


«α Εικόνα 128: ΠΤίρ://πιρα(Γςαςςθ.εοπι/1/1ἱρει-αβαςἱ/ 


«ας Εικόνα 120: "11ρ6γ αΌραςὶ πιαρΙίας {124/". [Ιεθηςθά μπας: ΡυβΙίςο 
αοπιαἰη νία ΑΛ Ικἰπιθαἰία («οπΊπιοης - 
ΩΙ{ρ://οοΠπΊπιοης.ΜΚΙπιθαἰα.οιρ/ιΜκΙ/ΕἰΙ6:1ἱ0Ό6ι αΏρραςσί πιαρΙἰαὈο 1124 


';ρσΗπιθαίανίθννει/ΕἰΙ6:|ἱοεΓ αΏραςί πιαρ|ἰαὈ {124Γ]ρς 


«ωε Εικόνα 13: "ΑυγοδΕξἰροπαςς!’ αἱ ΟΓἱρίπα αρἱοαάς/ ννας Μαἰθγίο.ϱ αἲ 
[τν κἰρθαία - ΤγαπςίεγΓγθα {γοπη ἰῖνκἰραθαία. (οη Ιίοεεηζα (Γθ8αῖϊϊνθ 
(6οπιπιοης Αἰἰγίοιϊίοη 32.0 ἴγαπιίτς ΙΛ ΚΙηιθαία (οΠΊπΊοης - 

ΠΩ {ρ://εοΠπΊπΊοης.ννκἰπιθαίἰα.οισ/ννκἰ/ΕἰΙα:Αιγδαξἰοοηαςςἰ.ρσΗπιθαἰανἰ 


θνναι/ΕἰΙ6:Αιγδαξἰροπαςςἰ.Ιρς 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/6) 


--------ὐᾱ--....... 


«ως Εικόνα 14:"Ηε[ίαηίπως νν/ογ!'' αἱ |. 5Ώγ8ηΊαἱ - Όρεία ργορΓία. (οη 
Ποθηζα (Γθαῖἰνθ (οπππιοης Αἰϊγὶοιίοη-5ΠΦ8Γ6 Α[ίΚε 2.5 ἰγαπιϊϊς 
Νἠκἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟης - 

ΠΩ ρ://6οΠΊπΊοης.ννκἰπιθαίἰα.ο(ς/ννκἰ/ΕἰΙα:Ηα[αηΐηιας ννηογ|.ΙρρΗπιααὶ 


ανἰθανναΓ/ΕἰΙα:ΗεΙἰαηῖηιις ννΠογ|.Ιρρ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 4: Διόφαντος και 
Αραβικά Μαθηματικά. Ενότητα 4.3: Αράβικα Μαθηματικά 
(δευτεροβάθμια και τριτοβάθμια εξίσωση), Εἰθοπαςεί». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


Ωἰ{ρ://θείᾶςς.αιϊη.σΓ/ςοµ/ς6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5: Μαθηματικά στην Αναγέννηση 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ο 
απ] ΕΚΠΛΙΛΕΙΣΗ ΚΑ ΔΑ ΒΙΟΙ ΜΑΘΗΣΗ -Ζ Ε σας (8) (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙ0 ΠΛΙΛΕΙΑΣ α ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α. ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ Ὃ πα (οο) 
ΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ 4 ΕΙΡΙΣΗΣ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ᾖὉ ΔΙΧΤΥ ΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙ 
Ε κό Κοινωνικό ί 
ο κκ λως 5 Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5.1: Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο... ή ΔΙΑ . ΜίλθΗΣΗ -ό ΕΣ ΠΑ 
0012019 (ος) (}) (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ τα --- εν 
ΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ' ΕΙΡΙΣΗΣ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ᾖὉ ΔΙΧΤΥ ΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙ 
Ε κό Κοινωνικό ί 
ο κκ λως 5 Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ῖ”ϱὙεώ .... Ἴ{ἄἼἥἼἥε 


ὧα Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 

« Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 

«ε Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 

ὧα Νἱαΐς6, τριγὠνομετρικές συναρτήσεις και οι νόμοι του 
σύμπαντος. 

« Ο καιρόςτων λογαρίθµων. 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ας | Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενὀτητας 
ο Ἶὅὁ. ἹἹἼ{ἵἦὥὅἷἶἦὤὉη 


«ας Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται η ιστορία και οι 
συλλογισμοί που οδήγησαν στους τύπους για την εύρεση 
ριζὠὦν πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου 
βαθμού. Γίνεται µία σύντομη μνεία στους συμβολισμούς 
του Νἱαΐθ και στη χρήση τριγωνομετρικώὠν συναρτήσεων 
για την επίλυση των τριτοβάθµιων. Δίνεται επίσης µία 
εισαγωγή στην ιστορία των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(αΓάαπο, Η Μεγάλη Τέχνη, 
Γιατους Κανόνες της ΆἈλγεβρας (1545) 
------- ο... 


ΗΙΤΕΚΟΝΥΜΙ σΑΕ 


ΏΑΝΙ, ΡΚΑΡΤΑΝΤΙΒΒΘΙΜΙ ΜΑΤΗΕ 


ΜΑΤτΙςΙ ΡΗΙΝΟΣΟΡΗΙ Ας ΜΕΡΙς]Ι, 


ΑΚΤΙΣ5 ΜΑ 6 Ν 4, 


58ΙνΕ ΕΒΕ ΚΕάΕΝΙΗΙΡ ΑΙ.4ΕΒΚΑΙΟΙΡ, 
1 ὔρμπας, Ο μἱ Βέτοῦίυς ορετίς ας ΑπμηστίςἝ, αιοά 
ΟΡΝΥΕΒΡΕΚΕΕΟΤΥΜ 
ἑωαίρβειε ία οχάίρε Ὠεκίπιας, 


Περιλαμβάνει την επίλυση 
της κυβικής και 
τεταρτοβάθµιας εξίσωσης. 


Άϊνες ἐᾳ [ος [ντο, Παάίοίε Τ.,εέλοτ, Εεσυ]αα Ἀ]ρεϊνταίςα» (Γεα](, ἀεῖα Οοἳ 

{4 ποςαπ) πουίς αἀἰπασηιίοπίδας,ας ἀεπιοπβτατίοπίδις αῦ Αμιῤνοτε (τα 
Ἰοευρίειαίας,α[ρτο ραΗςι]ίς απιζα μμἱρό ετίείφαπι (εριμαρίητα εμα(ετίητ͵ νε, 
ο, (οἶαπι , αὈί πῖς πµπηετιις αἰεετί,αιατ ἆνο υπί πετ εὔαπι,αρθίὅμο ἀμοδιις, 
3: ἴτες εΏί η α]ες Εαστίπιμποάυπη εχρίίκαπι. Ἠπς αἄτ Ποπ {άεο {εου. 
Επι εἶετε ρἱαςυίεμης [τος αθ[τωῇ (πιο, δε ρἱαπὲ πεχμαιίξο τοείας Αγίόνηνετί 
«ας ελείαμτο ία Ίαοεπι ετατο͵, δέ αμα[ῖ {π ἠχεαιτο φμοάαπι οπηίδις αά {ρεᾶῖαη 
μπι εκροίῇτο, Ἱ-εέξοτες {πείκατξτιτμας τε]ίφαος Ορετίς Ρετ[εόίΠστος, ομί ρες 

Ὅπιος εὐεη(ωνμίαη(ο αμίά(μς αππρ]εζξαπιασ, ας ππίποτε [4 ί4ΐο ρειά(ίςλης, 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διαμάχη (α4Γ6απο-Ταγϊαρ|ία 
----.-.-.----.......... 


Ο (α({άαΠπο παραδέχεται ὀτιτην υπόδειξη για την λύση της 
τριτοβάθμιας της πήρε απὀτον Ταγίαριἰα (1500-1557) 

ενώ η λύση της τεταρτοβάθµιας οφείλεται στον γραμματέα του 
τον Γθ/ΓαΓί(1522-1505). 

Την λύση στην τριτοβάθμια την εἶχε ανακαλύψει ο α6ἰἱ ΕθγΓο 
(1425-1526) χωρίς να την δημοσιεύσει καιτην εκμυστηρεύθηκε 
στον µαθητή του τον ΕἰΟ(. 


Στη μαθηματική μονομαχία το 1535 των Εἰοι-Ταγίαριἰα νίκησε 
συντριπτικά ο ΤαγίαρΙἰα. Έτσι κίνησε το ενδιαφέρον του (αΓ{ααΠο. 
Το 1539 έπεισε τον Ταγίδριἰα να του πει τον τρόπο και ορκίστηκε 
να µην το φανερώσει. 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 8 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ταγϊαριία (1500-1557) 


Οτύποςτων εξισώσεων που 
μπορούσε να λύσει ο ΕἰΟΓ 
ἴ, 
χὸ Εσχξ ἆ 
Ο Ταγίαρ]ία μπορούσε να 
λύσει επιπρόσθετα και 
αυτές 


λε 


, 
χ3 -- αχ2 Ξξ ἢ 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


«Κύβος και πρὠτη δύναμη ισούνται αριθµό» 
χὃ σεχ α 


«Κύβος και πρὠτη δύναμη ισούνται αριθμό» 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εφαρµογή ὀταντος-ςθ, ἆΞ20 


χὉ Ε6χ- 20 


8 8 
χ Ξ [ν108 -ε 10-- {ν105 -- 10 


Άσκηση: Να δείξετε ὁτι 2 είναι ίσο µετη παραπάνω 
ποσότητα. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 11 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ριζες αρνητικών αριθμών: µεθοδος 
σοφιστείας 


...-..-.-μ--ᾱ-)-....... 


χὸ Ξ 15χ--4 


:| :| 
χΞ 2 Γγν-121 - 2 -ν-ἶΣλΙ 


χ Ξ 4 είναι ρίζατου πολυωνύμου! Το παραπάνωτι εἰναιρ 


Άσκηση: Να δείξετε ότι 4 είναι ίσο µετην παραπάνω 
ποσότητα. 


ὧν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 
--------ου-- ...... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ας Εικόνα 1: "ΑιςΜαρηα’ Ὀγ |5αηῖος - Οννη ννοΓΚκ. ΙΙοεθηςθα μπας: Ριβ[ίς 
αοπιαἰῃπ νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία (οπήπιΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νκἰπιααἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ΑιςΜαρπα.ἱρρῃπιεαϊανίθνν6Γ 
/Εής6:ΑιςΜαρπα.ἱρρ 


« Εικόνα 2: "ΝἰεςοΙὸ Ταγίαριία"' ΟΥ ΟΠἱρίπαι αρΙοαα6Γ ννας Μαρηιως 
Μαηςκ6 αἲ απ.νν]κἰρααία - ΟΓἱΡἰΠαΙΙγ {γοπι θΠ.ινἰκἰρααία; αθςογὶρῖίοη 
ρᾶρε ἰς/ννας ΠΕΓ6.. [ἰεθηςθά εΠαει Ριωβίίς αοπιαίη νία ΙΛΙΚἰπιεαίἰα 
(οΠήπιοης - 
Πιϊρ://εοπΊπιοης.νν{κἰπιααἰα.οΓϱ/ννἰΚΙ/ΕΙΙ6:Νἰεςοἱθ6ς356Β2 Ταγίαρ[ία.ἱρρ 
Ηπηεαἰἱανίδννε/ΕἰΙ6:Νἰεςοἰθ6ς396Β2 Ταγίαρ[ία.]ρς 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ρωων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
---ο--------- 


«ως (48Γ|Β. Βογε:; υῖα ς. Μεγζραςῄῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἰγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 5: Μαθηματικά 
στην Αναγέννηση. Ενότητα 5.1: Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ 


ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5: Μαθηματικά στην Αναγέννηση. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ .” 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΠΞΞ -. Πηρόγρυμμα για την ανόπι 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ  ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑ .. ΒΥ σα 
Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5.2: Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ 


ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση μ΄ ΕΣ ΠΑ 
π 007208 (ος) (1) (ο) 
ΕΞ .. Πρόγρυμμα για ην ανόι 
ΥΠΟΥΡΓΕΙ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΙ στοά 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ λεω. 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενὀτητας 
σος ----ἷ-ἵ--- 


ος Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 

ο Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 

ος Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 

ας Μαείς6, τριγὠνομετρικές συναρτήσεις και οι νόμοι του 
σύμπαντος. 

«ς Ο καιρός των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-------ᾱ- μυ... 


«α Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται η ιστορία και οι 
συλλογισμοί που οδήγησαν στους τύπους για την εύρεση 
ριζὠὦν πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου 
βαθμού. Γίνεται µία σύντομη μνεία στους συμβολισμούς 
του Νἱαΐθ και στη χρήση τριγωνομετρικώὠν συναρτήσεων 
για την επίλυση των τριτοβάθµιων. Δίνεται επίσης µία 
εισαγωγή στην ιστορία των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(αἱΓΟΙ8ΠΠΟ (αΓάαπο (1501 -- 1576) 
Μιλάνο (γιατρός-μαθηματικόὀς) 


Ας Μαρια (1545) 


Εικόνα 1 


ο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


νι ὃ .. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ολη) Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθμιας (1) 
-Ἴ-ἶοο- 


χὃ σεχ ἆ 
«Κύβος και πρὠτη δύναμη ισούνται αριθμό» 
Λύση του (αΓάαπο 


Η τιµή αυτή για το χ είναι πάντα θετικὸς αριθµός. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθμιας (2) 
σσ ---ὉἩο----- 


χὃ -Ε οχ Ξ ἆ: Εφαρµογή όταντοςς 6, -- 20 
χὃ -- 6χΞ- 20 


8 3 
χ Ξ [ν108 -« 10 -- | 106 -- 10 


Ο (αΓάαπο σημειώνει ότι η παραπάνω ποσότητα πρέπει να 
είναι ίση µε 2. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθμιας (3) 
Ἶῖίο”ϱἾὃὅἧὙὁ. ἹἹἹἼ{ἦἵ{ἦὥὅἷἶἦὤὕἷὉη 


3 3 
ος ΩΙ... [ν108 -- 10 -- ν108 - 10 


Οι τιµέςτου χπου 
ικανοποιούν την εξίσωση 
χ” Ε 6χ-- 20 εἰναιοιρίζες Ἅαξ νοκ. 20-- 

του πολυωνύµου - --(χ -- 2)(α«2 -ε- 2χ-Ε 10) 
Το γράφημα του 


Υ Ξ χὸ --6χ-- 20 µε 
ΜαϊΠοπιαϊίἰσςα -ὃ 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης . 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Πως προκύπτει αλγεβρικά ο τύπος 
του (38Γ68ΠΟ 
σος 9227 ------- 


χὸ σχ-α 


’ / / σ 3 

Εστω ότι1ιι͵ν ὠστει -υ- α, πν Ξ (3) 

Τόε Ὑγι- γν είναι ρίζα για χὸ -σχ Ξ ἆ 
Πράγματι εξ Άγιν και αντικαθιστώντας βρίσκουμε 


χὖ Γσχξ (γι -- νν)ὸ είνα -- νν) 
3 3 3 3 3 
-ε σ -3νιλέυ | νι” -- ν) Γδγιν(γι -- νν) 
Ξ-ιμ-υ- Ἁγινί(γι-- Ἠν) -- Ἀγιν(ψια -- }ν) 
Ξιι- ύ-α 
Θα δούµε λοιπὀν αν υπάρχουν τέτοια ιτ, ύ. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πως προκύπτει γεωμετρικά 
η ανάγκη αναζήτησης των υ και ν: 


Από το σχήμα είναι Φανερό ότιο 
εξωτερικός κύβος (µε ακµή α) 
προκύπτει από τον εσωτερικό κύβο 
(µε ακµή 8-0), τον µικρό κύβο (µε 
ακμή 9) στην επάνω δεξιά γωνία και 
άλλα τρία παραλληλεπίπεδα στις 
όψεις μπροστά, επάνω και δεξιά ππου 
φαίνονται στο σχήμα. Έτσι 

Έτσι η αντιστοιχία είναι λ-κύβος α συγκρίνοντας τους όγκους προκύπτει 
ενω υξκύβος β 


(α-- ϱ)5 -Γ Β(α-- ὑ)αὺ -- υξ Ξ- αἲ -» 


(α-- 0)5 -|- Β(α -- ὑ)αὺ Ξ- αἲ -- 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


12 


ρω Αριστοτέλειο 


ΥΠΑΡΧΟΥΝ ΟΜΩΣ ΤΕΤΟΙΑ ΚΑΙν ὁ 


-----.---...... 


αυτόν (5) 


Αν πολλαπλασιάσουμε την πρὠτη εξίσωση µε ν και 
αντικαταστήσουμε απὀ τη δεύτερη τότε βρίσκουμε ότι 
..- 
2 
1” -- (5) Ξ αιι 
3 
Βρίσκουμε τη (θετική) ρίζα 1. Στη συνέχεια αντικαθιστούμε 


στη σχέση 1 -- ύΞ ἄ και βρίσκουμε ϱ. 

Τέλος αφαιρούµειτις κυβικές ρίζες των 1 και ν και 
προκύπτει οτύποςτου (αΓάαΠο. (Γιατί υπάρχει θετική 
τέτοια ρίζα) 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ἔρρπωνς Αριστοτέλειο 
{ο σὴ Ἆ Αλ Π . 
9ο) Πανεπιστήμιο 

κ Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθμιας (4) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Λύση τριτοβάθμιας (5) 
σσ ω ---- 


Όταν χὸ -σχξα 


Ο (8Γ68Πο έδωσε τον τύπο για ρίζα της εξίσωσης 


' αλ 2 αν. 
Τι γίνεται όταν (5) -- (3) «032 


Η κυβική εξίσωση χὸ -- 15χ -Ε 4 ανήκει στη παραπάνω 
κατηγορία. 


ρρος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 15 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθμιας µε Μαϊηοαηιαϊίσα 


χὸ Ξ- 15χ--4 ου 


Το γράφηµατου 
ΥΞ χὸ -15χ--4µμε 
Μαϊποαπιαϊίσα είναι 


Οιτρεις ρίζες του 

χὃ - 15χ -Ε 4 είναι 
πραγματικές! Η ρίζα που 
προκύπτει από τον τύποτου 
(8Γ08ΠΟ ποια απὀ όλες 
είναι 


ἱστορία των Μαθηματικών 16 
Τµήµα Μαθηματικών 


(8Γ68ΠΟ 


--- μι... 


ος Ο (αΓ{άαπΠπο δεν χρησιμοποίησε σύμβολα, και οτύποςτου 
δόθηκε ρητορικά {µε λόγια). 

αα Ο προηγούμενος τύπος δίνει µόνο µία ρίζατου κυβικού 
πολυωνύμου. Τι γίνεται µετις υπόλοιπες» 

ᾳὲ Υπάρχουν περιστάσεις στις οποίες βρίσκει αρνητικούς 
αριθμούς ως ρίζες:τους αποκαλεί «πλασματικούς». 

οὲ Παρατήρησε ὀτιτο άθροισμα των ριζών είναι «το 
αντίθετο» του συντελεστήτου χ”. 


ο Έδωσε γεωμετρική δικαιολόγηση για τη μεθοδολογία και 
τον τύπο. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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(αΓάαπο και µιγαδικοί 


Στο έργο του (α4Γ{6απο έχουµε την εμφάνιση μιγαδικών για 
την επίλυση ενός προβλήματος µε δευτεροβάθµια εξίσωση: 


Πρόβλημα: Να διαιρεθείτο 10 σε δύο µέρη, έτσι ὠστετο 
γινόμενο να είναι 40: 


Ο (α4{ααπο βρίσκει ότι τα µέρη πρέπει να είναι 
5 |-ν--15-ν-15 


και σχολιάζει ότι η αριθµητική δεν οδηγεί πουθενά. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
-----ο ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 
----- ο... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αα Εικόνα 1: ''ογὅπιο (αγάαπ" ΟΥ Γηί«ποννη - ἴΠὶς νερςίῖθ. ΙΙεθηςεα 
μπας: Ριωβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΛκιπιθαία (οΠΊπιοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:)6Γ96ς396Β8πιο (αΓαη.ΙρΡΗ 
πιθαἰανίενναι/ΕἰΙ6:)6(0ς320Β8πια (αιάαη.]ρ6 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 5: Μαθηματικά 
στην Αναγέννηση. Ενότητα 5.2: Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης.». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ενότητα 5: Μαθηματικά στην Αναγέννηση. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5.3: Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ , 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ον η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣ ΠΑ 
20Η (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενὀτητας 
σος ----ἷ-ἵ--- 


ος Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 

ο Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 

ος Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 

ας Μαείς6, τριγὠνομετρικές συναρτήσεις και οι νόμοι του 
σύμπαντος. 

«ς Ο καιρός των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-------ᾱ- μυ... 


«α Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται η ιστορία και οι 
συλλογισμοί που οδήγησαν στους τύπους για την εύρεση 
ριζὠὦν πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου 
βαθμού. Γίνεται µία σύντομη μνεία στους συμβολισμούς 
του Νἱαΐθ και στη χρήση τριγωνομετρικώὠν συναρτήσεων 
για την επίλυση των τριτοβάθµιων. Δίνεται επίσης µία 
εισαγωγή στην ιστορία των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τεταρτοβάθµιες εξισώσεις 
και (αΓάαπο (Ε6/ΓαΓΙ) 


χα αχ Εὐχ- Γσχ- καθ 


α 
χξζ---9 
4 


ζ"Γεσ Γίζταςῦθ 


(βαν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ας ΡΟΗ Τὰ . ͵ , 
αν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 

Ν τ νι πκκᾳ / ΄ 

«κλπ Θεσσαλονίκης 


Τεταρτοβάθµιες εξισώσεις (1) 


--.---μ--ᾱ--...... 


ΙΔΕΑ: Αν και απότις δύομεριές Χ΄ Γ 6χ” Γ36Ξ 60α 


της ισότητας είχαµε τέλεια χἲ -- 12χΧ2--36- 6χ” -- 60χΧ 35 
τετράγωνα τότε θα παίρναµε (χ2 -- 6)2 Ξ- 6χ” -- 60α 
τις ρίζες τους και θα είχαμε Υπολείπεται βέβαια το δεξιό 


απλούστερες εξισώσεις για χ. 
Προσπαθούμε λοιπόν να 
κάνουμε δύο τέλεια τετράγωνα. 
Ας συμµαζέψουµε πρὠτατακχ 
στο αριστερό σκέλος. 
Προσθέτουμε 6χ” (και στα δύο 
σκέλη) και το πρὠτο γίνεται 
τέλειο τετράγωνο. 


σκέλος. Θα δοκιµάσουμενα 
εισάγουµε µία νέα μεταβλητή γ 
µέσα στο τετράγωνοτου 
αριστερού σκέλους έχοντας ως 
στόχο να δημιουργήσουμε 
τετράγωνο στο δεξιό σκέλος. 


πως Αριστοτέλειο 


{4 «το Ὁ 
α λ λ 
ια ᾗ λ 
Ἀ ή 
ον 
) 


ἱστορία των Μαθηματικών 

Ἡ) Τµήµα Μαθηματικών 

συ ' 9 
Θεσσαλονίκης 


Πανεπιστήµιο 


Τεταρτοβάθµιες εξισώσεις (2) 


-....-μ--ὂᾱ-)-...... 


Η ποσὀτητα που προστέθηκε στο αριστερό σκέλος έτσι 
ώστε να έχουµε το τετράγωνο µε ακμή χ΄ -Γ 6 -Γ γ εἶναι 
Υ” Ε 12Υ -- 2γχ΄. Η ἴδια ποσότητα πρέπει να προστεθεί και 
στο δεξιό σκέλος. 

(χκ” -6-ςγ)-Ξξ 6χ” -δοχ-Ε (γ” --12γ -- 2γΧ2) 
Ποια τιµή πρέπει να εχειτο γ ἐτσι ὠστε 

(6 -- 2γ)ὰ2 -- 60χΧ-Ε(γ5 --12γ) Ξ (αχ -Ε ο)” 

Γενικότερα, πότε Αχ΄ -- Βχ-Γ {ξ {(αχ -- ο)” 5 
Στη περίπτωση αυτή το πολυώνυμο ΑΧ -- Βχ -Ε 6 έχει µία 
διπλή ρίζα. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Τεταρτοβάθµιες εξισώσεις (3) 


-ᾱ-...... 


ΑΧ’ ΓβχΕζξ(ίαχ--ο) 958Β7- 44ςΓ-0 
ΑΦφούΑΞ6-2γ,ΒΞ6θ,ζ γ5 -Ε12γθαπρέπεινα 
ισχύει ότι; 

605 -- 4(2Υ -- 6)(γ” «12γ)Ξ0 5 
ΥΣ -Ε 15Υ” -- 36γ - 450 
Η συνθήκη: «Διακρίνουσαξθ» δίνει την εξίσωση της 
επιλύουσας τριτοβάθμιας. 


σον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Τύπος του (αΓάα8Πο γιατο γ --- 
ΜΙαϊηεπιαϊίςᾶ 


-.-....---ᾱ--..... 


1 ι 
νο -δΕς(5130 -- θ1ν3767)3 - (190 393767) 


Για το συγκεκριµένο γ θα έχουµε ότι 

(χ. Γτ)λ2 (κ -Γτ)2καιάραχ” - {ςσχ-ίπου 
μπορούμενα επιλύσουµε. 

Σύµφωνα µετην Μαϊπεηιαϊίσα η λύση είναι: 


1 | 1 . 1 
ο... 5 (41040 --648ν3767)3 -ε 2{190 -- 3ν3767)3 


1 
--24 -- (41040 -- 648ν3767)3 -- 6{190 -ε 3ν3767)3 -- 


1 ας 1/3 
ωή ω ω τ (41040 -- 64893767) -2(190 -- 3ν3767) Ι 


«ο Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


- 
3 


| 
ΙΟ 
ο. -- 


Νέο παράδειγµα (1) 
σσ ω ----- 


χ. «3 1235 
χ{ 38 -(2γχΕΥ- 3)Ξ 12χ-Ε(2γκ-εγ2-- 3) 
5 (χ2-Εγ) Ξ- 2γχ2-- 12 -Γ (γ” -- 3) 
Επιλύουσα τριτοβάθμια 
2γ59-.6γ--36-0 
λύση }Υ Ξ 3. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νέο παράδειγµα (2) 


Αντικατάσταση του γ’: 
(κ2 -ε 3)2 - 6χ” -12χ-- 6 - 6(α -- 1)2 
Παίρνουμε τετραγωνικές ρίζες και απὀ τα δύο σκέλη 
χ2 -« 3 -- νδί(α -- 1) 
και επιλύουµε τη δευτεροβάθμια 


| 1 1 
Χ -- 1---Γ γό-15 


Υπάρχουν άλλες ρίζεςρ 


“κ. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Παίας6ἱ Βοπιρα/!! (1526-1573) 


Μηχανικός «Άλγεβρα» 1572 
----.-.-.--- ο... 


, 
ΓΑΙ αΕΡΕπΑ 
ΟΡΕΚΑ 
Ρἱ Ἀλελει Βομαξ νι ἆλ Βοΐοβηα 
Ὠιμίία {πεις Πάρη. 
(ῷ ]φμιαῖε οσ[οωνιο Αν {εροινὰ ανοπίσε ὄνρεη/εις 
εορλὰ(ίοπε Φεἰία Γεοτίεα αεί Ατμειίςα. 


«ου γτα Τεμο]α εορῖοία ἀεῖίε ειαιςεἲς, εἩις 
1πε[ξ Ώ εοπίσηροπο. 


ο 4 δα ὧν ὄνον ὁὶ ὀρφηδρία «ή! Ὀοδλη αἲ 
΄ ἐς «ελα Ρο β]λκε. 


ξ 


1Ν ΒΟΙ.ΟΩΝΑ, 
Τες ζἱουαπῃὶ Κοῇ!. ΜΡΙΧΧΙΧ. 
(0ο ἔρσικα δὲ δαρεγ εί 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Βοπιρε[{ και τριτοβάθμια 


--------..... 


χὉ Ε6χ- 20 


8 8 
χ Ξ [ν108 - 10-- {ν105 -- 10 


Ο Βοπιοε[/ἱ έδειξε ὀτιτο 2 ισούται µε αυτή την ποσότητα! 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο συλλογισµόςτου Βοπιρε/[! (1) 


Έστω ότι νν108 1-10 -- Μύ --α,ποια είναιτα Μ, αρ 


Τότε: (νῦ - α) - ῥνὺ -- Άλα -- 3α2νύ -- αξ - 
(3α2 -- ϱ)νὸ -- (αξ -- 3α)) -- ν108 -Ε 10 
Επίσης (νο -- α) -- ἢνῦ -- δα «- 3α2νῤ -- αἲ -- 
(3α2 -- Ρ)νὺ -- (αξ -- 3αὐ) -- ν108 -- 10 
Δηλαδή 


3 
ν108- 10: νὲ--α 


«κ. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
δν 1) 23) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ο συλλογισµόςτου Βοπιρε/! (2) 
σσ --- 


Επίσης, αφού 
ν108 -- ϐν3 
προκύπτει αντικαθιστώντας ότι 
(3α2 -Ε ϱ)ν) -- (αἲ -- 3α)) -- ϐν3 -- 10 
υ- 3.3α” -ὂὐ 6,αἲ -- 3αῦ Ξ 10 
καιάρα αΞ]. 


Έτσι 
3 
ν108 10 -- να να 1 
3 
νο --10-νδ-α- νδ-1 


ων Αριστοτέλειο 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 
{199,78 Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 
ανα ἳ 


Ο συλλογισµόςτου Βοπιρε/! (3) 
ο ------- 


και επομένως 


8 8 
ν108-10-- |ν108-- 105 931 -- (νὰ --1) Ξ2 


Στην εξίσωση χὃ Ξ σχ «ΓΕ ἆ όπου 6, ἆ Σ θτόὀτε οτύποςτου 
(αΓάαπο είναι: 


Σύμφωνα µετην απὀδειξη του (4ΓάαΠο αυτός είναι ένας 
θετικός αριθµός. 
ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Ο συλλογισµόςτου Βοπιρθ/ (4) 
-ε-τ---------κου-------ε 


Ο Βοπιρε[/ έδειξε ότι χὃ -- οχ -- ἆ Συντεταγμένες και ΟΓ6ςΠΊ6 
όπου 6, 3 0 έχει ακριβώς µία (149 αιώνα) 

θετική πραγματική λύση. Πράγματι 
αν κοιτάξουμε το γράφηµατης 
καμπύλης αχ” και της γραμμής 

6χ -- ἆ βλέπουμε ὀτιότανκχΞ0 
τότε η καμπύλη έχει την τιµή 0 ενώ η 
γραμμή την τιµή ἆ αλλά µετά η 
καμπύλη αυξάνεται µε πολύ 
γρηγορότερο ρυθµό. Άρα για θετικά 
χ η καμπύλη και η γραμμή τέμνονται 


ακριβώς µία φορά. 
- Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 19 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ο Θεσσαλονίκης 


Ριζες αρνητικών αριθμών: µεθοδος 
σοφιστείας (1) 
σσ --- 
χὸ Ξ 15χ- 4 


χ- ν24ν 121 ν2- 12 


Ο ΒοπιρθιΙἱ έκανε πράξεις ακολουθῶνταςτους κανόνες για 
τα ριζικά και έδειξε ότι η τιµή (από τον τύπο) του (αΓ{άαπο 
είναι ίση µετο 4. 


Αν 
3 
[2 |-ν-121- α-- ν--ὂ 
Τότε τα τοι τανκ ρ 


πω νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 20 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ριζες αρνητικών αριθμών: µεθοδος 
σοφιστείας (2) 


....--.-.-υ-ὐᾱὓ-) -..... 


Επίσης προκύπτει ότι 


α. ΕΡΞ5 
αἲ --3αὐΞ2 
Όμως αφού αν «5, αὖ 52 


Στους ακεραίους η μόνη λὐση είναιτοαΞ 2καιῦδΞ1. 
Έπεται ότι 


κ... 


/2Ενγ-1οΙ--2--ν--τ 
2 εν-τστ --121 -- να Υ-121Ξ (2 ν--1) -(2--ν--1)Ξ4 


(βο ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ων ηλ 
[δ ος /Β Πανεπιστή μιο Τµήµα Μαθη ματικών 


- ορ Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Τεράστια Σηµασία των λύσεων τρίτου- 
τετάρτου βαθμού εξισώσεων (1) 
Οιλύσεις δεν ήταν αποτέλεσµα πρακτικὠν υπολογισμών 
Οιλύσεις δεν χρησίμευαν στους μηχανικούς. 
Προσεγγιστικές λύσεις για αυτέςτις εξισώσεις υπήρχαν. 


Έδωσαν ὠθηση στην αλγεβρική έρευνα προς διάφορες 
κατευθύνσεις. 

Στην Άλγεβρα: προσπάθεια για γενίκευση για εξισώσεις 
οποιουδήποτε βαθμού. 

Ενασχόληση µε άλλο είδος αριθμών: τις τετραγωνικές ρίζες 
αρνητικών αριθμών. 

ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τεράστια Σηµασία των λύσεων τρίτου- 
τετάρτου βαθμού εξισώσεων (2) 


-----ᾱ- 


Στην εξίσωση χ” -- σχ Ξ ἆ όπου ς, ἆ Σ 0 οτύποςτου 
(αΓ{ααπο είναι: 


(4/22 (ο/β)Σ « ἀ/2λ-- Ίψ(α/2}2-ε (α/ 33 -- ἆ/2 


Στην εξίσωση χὃ Ξ- σεχ -Γ ἆ όπου ς, ἆ 3 0 οτύποςτου 
(αΓ{ααπο είναι: 


χ-- τα) ο ΤΡΙ οτα/2 ορ τσ 


Μπορούμε νατους ενοποιήσουµε για τη περίπτωση 
χὸ Εσχ--αξ-οθ 


(χωρίς περιορισμούς στα πρὀσηµατωνς, ἆ); 


ᾖππωνς Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 23 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 


--------ᾱ- ---.-.... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 


ο Εικόνα 1: 'ΑἰροῤΓα ΡΥγ Β8ΐα6 ΒοπιΏθΙ!!' Ὀγ ΠπθΘΖζηαη - Βοοκ ρηϊηῖθα ΟΥ 


θα[τοι (αἰοναπηί βοςςἰ. [Ιοθηςθ6α µΠαε: Ριμβ/ίο ἀοπιαίπ νία ΑΛΚΙπιθα[[ίπα 
Ζρίγκα 


Πἰ{ρ://εοπππιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:ΑίραορΓα Ὀν ΕδαίαςΙἱ Βοηπηρθ| 
Ι,σἰ[Ηπιθααἰανίανναι/Εἰ]6:ΑἱσαρΓα Ὦν Εαΐασ6Ιἱ Βοπιρεα[.σίξ 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 

Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 5: Μαθηματικά 
στην Αναγέννηση. Ενότητα 5.3: Επίλυση της τεταρτοβάθµιας». Έκδοση: 
1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείᾶςς.αἰϊ.σΓ/ςοιΙ/ςθς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ενότητα 5: Μαθηματικά στην Αναγέννηση. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο” ΕΣΠΑ 
τ τ - 2007.2013 () (ο) 
ἐς 88 ρόγραμμα για την αγόπιυὶ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ο ΕΥΡΩΠΑϊΙΚΟ ΙΚΟ Τ. - 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
πο ποτ ο μεκὴ τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5.4: Νἱαϊς6, τριγωνομετρικές συναρτήσεις 
και οι νόμοι του σύμπαντος. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 
-χ τπτ 2007-2013 (ος) (ϱ(9) 
ΞΞΕ ΚΩ πρόγραμμα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΕΙΡΙΣΗΣ ο ω 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἐἔἼΛΛῖί΄”ϱσἧὐὉ. .....Ἱ ἹἼἥ{“{ἥἦἥ.Ἴ{ἦἔῆ 


«ος Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 

ο Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 

ος Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 

ας Νἱθ6ἴ6, τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι νόμοι του 
σύμπαντος. 

«α Ο καιρός των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-----.--..... 


ας Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται η ιστορία και οι 
συλλογισμοί που οδήγησαν στους τύπους για την εύρεση 
ριζὠὦν πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου 
βαθμού. Γίνεται µία σύντομη µνεία στους συμβολισμούς 
του Νἱαΐθ και στη χρήση τριγωνομετρικώὠν συναρτήσεων 
για την επίλυση των τριτοβάθµιων. Δίνεται επίσης µία 
εισαγωγἠ στην ιστορία των λογαρίθµων. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΓΓαηςοίς Νὁῖθ 


Επάγγελμα: δικηγόρος 
(1540-1603) Γάλλος 
Σύµβουλοςτου Ερρίκου ΙΙΙ 
και του Ερρίκου ΙΝ. 


Η πιο παραγωγική μαθηματικά 
περίοδος της ζωής του ήταν όταν 
έπεσε σε δυσμένεια |/(1584- 
1589). 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἑ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


[Π αγίοηι απαιγίίσαπη ἱδαφοσς (1591) 


ΙΠ αγίοπι απαι|γ{ίςαιπη ἱςασοσεα υπὀ την επιμέλεια του ΓΕ. ναη 
(1591) 5ςΠοοῖἵςη (1646) 


ΕΚΑΝΟΙ5ΟΙ ΥΙΕΤΑ ᾽ 


ΙΝ ΔΕΤΕΜ. ΑΝΑΙΕἳἷΥΤΙΓΕΝ ΟΡΕΚΑ 
οι γκο ΜΑΤΗΕΜΑΤΙΟΛΑ, 
α.νς τ 1! 
2ε Ώοβηῤηέρκς ὁ- Ῥωφι με ἀαῄφθνε, θ- Ας {έφη [νοὴς Κνάριλρίς. 


ἵω υππι Ὑοἱμππσῃ οοηρε/ῖα, 
Όπᾷ ὃτ οεπατᾶ ὠλφωτεκάς νέα φωσήέθπι α Μακλκαμωηίοίς, 
αν πλμοο ρε ἑπνειυέζε «ἰἰσίευε, ἁ Τάεσης ποκεωαα. 


ας τεοορηίτα, 

Ἴε ὃε αὓ επάστα Δεβπίτα, Αάῑι ὐὸ Φα εῖ παρ 

νοα ωμά Ὡς. { Ορά ο Λνάίο 
Επαττὰ Ξναιμείῶς, Αάβμηρευ εοπιοεξ ρες εοιψὀφα ζα ΟΝΕ 
αἱ ἁμαήία ἔλεαι ὃς οιωηρτολομίέρηςτι, Ἐς μα ΕΚΑΝΟΙΦΟΙ ὰ 5ΟΗΟΟΤΕΝ Ιογάβς, 
Ύερετως ἁαρίοσπε ταπεῦπι µεοροζ"ετυηε Απαϊγι [εου Ῥεο[ε[οείς, 

ἡω 9ο, αἳ θά ἀπ πλ ίωνα ρα 


πιο επ]αίη μεθαπε[ροκίσσε, ἡμς ἄὔοατας ῥγνωὴ ἠἐξγιοὶ, «ασ όσισοαι 1 
εξ, ὡς ἴι Ζφεοείσε ημὰ ανετα «ατα ωηριοῤοκάσιε παραἰσιάἠαίς, εν 
αᾶ «μα ΠεὖΣ, οαπιῦς φυκε άσε» (χε. "οσΕλέρεσιά εἰς αηιαβεκες πε]; . 
τοπε ὀΓιηλς! Τ{εοτοιπα ώς νεωεᾶς οπαχώπατας, Ἐκεμεδος, αμή εκ κιλα, 
τα σπα ἱτωῖτ γε] ρεοµσττ΄οαο ἐρᾶ ἆσσια φοκτίαις πμρρήτπαυ. 
Άκηνίε χἀοό ποσα 2ετ Απαΐρωες αήριεκί]ηά Πλὸ νοηλίςχας οβσωιος ἆ δα 

ο ο τε αν Ἀιώουμαζείς ΑκαποσκάΖγκαι Ι 
Δειδαεζίσςς, ἠπήβ τωύευσ τις Ἱ,ορίοῖ ρος ἡγ! πολ ὅς εηένγτικοΝ ρα ῴώς. 
τυὴλ Επῃασησηῖα ζαης «: ἑρία σαώνυς ο οταν αανν, 1 
ἀλγμι Γη δσ]α, τα ος οὉπινιας τρως ηἱψοπιάα ποιιοσῆ λες, «πιιὸἍο οτὰι- 
πάω γι ἡμ[ας Απαῤγίεον τἱνουζοπιαείς. Έοησια πλέον Ζετςξῃ ἐσαράιετ. 
{ απο [εοριὴὰ εβὶ, σα 1) κ πιισιοὴε βμαση1. σα], εακτορηας, οὐκ. Πις 
{ ααπαπεῖι Χείςευστι Απαϊν[ωσειηνίεςί ρςτ[,οςιβίοσα (αλ [ρεοῖς ρωτίεεειωλα. 
θεπι]ατη, Εε[[ίοτςῃι πωι]εᾧ ὃς ροείστθτι πιστοί. 24 τοπηραεκωσμααψες 


16 πιορηϊσαάήνον , ρεορούκά, ΡΠἰσιύηη Βοσποβσπσυτανα Ίήβς, ἂν πνὸε ροἩ-. 
Βηιμεῖ, ον ει οἱεπανηωση πάω ον Εωετο κά ρεσιι γίδε Ἡ 
λαίτεν αάΔεβριἰεποίιστν νο] ἀε[οεη εἰεὐτίωπη [στὶς ἴεα Κα, Ευ] µτεάσκεα- 
1άΠύΕΙΑ 6ς βοΏς3 [η εοαγματα (υ λένως ἀεήμηεαταε «εΦθΙσβιαωζος, 


ςκεντ 1 Ἱ 
Υπο μα τη Ίνοσννι -- 
ππδοὶα παμα]ἐωείμπ ὃς ριοραγάσπωπι ποσα Φμς ἡαάεοκης ἵα ἆ κα, δ Αἰτολασιί Εἰσεγίπίοτωπα, 
ορια λα Αιώνας ἁσοσάτας μας Ἑτκ μάς π εν. Ἐς Οβαᾶ Βοπανεπτισα 
1 Τουιονέωις ρατεδωεηῃαατ], ΠΕ ΣΊΤΤ 
3 Όμως είθεπν κ φιβητιις, ματας (6 ες κ αιιαίία, 


3 Συπηαλὰ πομαίύλοςαἀῤλητωΣ,τοσι οεκφωγδα, 

3 5Ιπημαίη κφυαΙήνην αμίσταµτως, τε[κάαςῇς ποια[ῖα, 
{5 Σηωε]α ρεςχᾳμααππυ ορβσεπινε, θα ο) παωλ]νε, 
“ ὁην  ραπγαίο ἁνιάοωή οσμκδς μαι. - 


οφ αι | 


να 2 Εικόνα 3 
Εικονα 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Παράμετρος και άγνωστη ποσότητα 


---ᾱ- --.-..... 


Αευωζυς ΚΒ αιµαα. ἰπΑ αδοιεῖωιτ β αιαα. ἰη Ζ. 
Ἱ, 
Α9 -ΕΒ2ΖΑΞ Β2 «7. 


Ο Νἱαεϊῖθ εισαγάγει και χρησιμοποιεί Φωνήεντα για το 
άγνωστο µέγεθος και σύµφωνα για το γνωστό. Έτσι κάνει 
τον διαχωρισμό ανάμεσα στην έννοια της παραμέτρου και 
της άγνωστης ποσότητας. 


ο Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


«Εισαγωγή στην Αναλυτική Τέχνη» 
......-.-- ο... 


Θέτει την άλγεβρα ως την επιστήµη για την ανακάλυψη 
στα μαθηματικά. Πιστεύει ότι ο «Φορμαλισμός» της 
άλγεβρας θα µπορεί να λύσει όλα τα μαθηματικά 
προβλήματα. 

Η χρήση παραμέτρων και μεταβλητών μετέτρεψε την 
άλγεβρα απὀ µελέτη συγκεκριμένων προβλημάτων στη 
µελέτη γενικών προβλημάτων. 

Με τον ίδιο τρόπο η «αναλυτική του τέχνη» επηρέασε και 
τους άλλους τοµείς, στην ανακάλυψη και στην απὀδειξη των 
αποτελεσμάτων. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


8η ΠΟΟΠΙΘΗ και ΜΙθῖς 


-υ--ἷ- -..... 


ος 1593 ναη ΒΟΟΠΊΕΠ (Βέλγος) δημοσίευσε την εξίσωση. 
χ15 --45χ15 -- 94 5χ 31 --ο.--379χ5 Ε45χΞ Α 


ος Ο Νἱεῖε έδωσε µία λύση αµέσως μόλις του τέθηκετο 
πρόβλημα απότον βασιλιά και έδωσε 22 λύσεις µία µέρα 
αργότερα 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λύση τριτοβάθµιων εξισώσεων 
χρησιμοποιώντας ιδιότητεςτου συνθ (1) 


Θα χρησιµοποιήσειτον τύπο για το «ος 306 
4σο53θ -- Ἄσο5θ Ξ «0530 
Η αντικατάστασητου χ µε ΚΥ ὀπου Κ η ποσὀότηταπου 
περιγράφεται παρακάτω θα οδηγήσει σε µία µορφή που 
μοιάζει µε αυτήν της ταυτότητας: 
χὖ ΚαχεδΞοθ 
3 - 
κ ---ἶ 35 4γ Ἅγξος 
3 
Έτσι θέλει να βρει θπου να ικανοποιεί 
ος 20 --ο. 


ως ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 12 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Λύση τριτοβάθµιων εξισώσεων 
χρησιμοποιώντας ιδιότητεςτου συνθ (2) 


23-32-10 
ΖΞ2γ 


γΞξτοοςθ ουεος2θ «Ξ -- 


-ττροίποθξτ τι 
3 ο 3 


1 
μα 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εξέλιξη 
ο Ἡἳ- ἵ-ἵ---- 


1. Ρἱορηπαπῖωις οἳ Αἰοχαπαγί8 6. βΒαἴας Βοπιρθε[ (σα. 1526- 


(314 εεπίμιγ(Ε) κ -2--κχ 1573) χ6 - 10χΧ5-Ε16-0 
2. Ίωςα Ραςείοιἰ (σα. 1445- 7. Εταηπεοἰς Νἱαῖς (1540-1603) 
σ8.1559) χὃ κ - 12 χὸ -- θχὃ -- 16χ -- 40 
3. Νἰεοίας (Πιαιοαί (οἵ. 1500) ὃ. Τποπιας Ηαγγίοϊ (1560- 
«/3χ1. 24 --8 1621) αἳ -- 3αβ: Ξ 25σὐ 
4. Μἰςμαθι 516 (1486-1567) 395. Αἱρεγί αἰγατά (1595-1632) 
3. 
116 ν41472-- 18χ -- χε 19ΧΤ12 
ν/648χ -- 0 10. Βεπε Βεσεαγίες (1596- 
5. (ἰγοίαπιο (4Γά4αΠο (1501- 16»0)Ρχ ΓαΞ0 


1576) χὃ - Ί5χ- 4 


ων Αριστοτέλειο 


δν ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 
μη 


ὴ Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Νίἰςοἰαιις (ορσαΓηπίοιις 
Πολωνία (14/3-1543) 


Βιβλία που τον σημάδεψαν 
(1492): 

«Στοιχεία» 

ΑΙ/οηςίπο Ἰαβ[εος (θεωρία 
πλανητών) 

Ταρυι[ας αἱγθοζίοπιπι του 
περιοπιοπῖαηις 

(στην Σφαιρική αστρονομία) 
Η γη γυρίζει γύρω απὀτον 
πο” ήλιο... (1514) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


5ίθνίη 
(1549-1620) 


Δεκαδικοί αριθμοί στη Δύση 
(1585) 


τν 
Τιου 5 ων 
2 αλλο κεοὰ 
ρω (ΕΙ ΣΙΡ ΜΑΙ παλ 


Εικόνα 5 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


)οΠαηηος Κορ[θί 


Γερμανία 
15/1-1630 


Γη και πλανήτες σε 
ελλειπτική τροχιά γύρω απὀ 
τον ήλιο. 

Τρεις Θεμελιώδεις νόμοι 
(1609 και 1619) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


17 


Νόμοι 
ΛΙ. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὥὅἷἶὕἦὤἦὤὉη 


ος 1ος Νόμος: Η τροχιά των πλανητών είναι ελλειπτική µε 
τον Ἠλιο να βρίσκεται στη µία εστία της έλλειψης. 


«ος 2ος Νόμος: Η ακτίνα που ενώνει τον Ἠλιο και τον κάθε 
πλανήτη διαγράφει σε ίσους χρόνους ίσα εµθαδά. 

«ος 3ος Νόμος: Το τετράγωνο της περιόδου περιφοράςτου 
κάθε πλανήτη είναι ανάλογο µε τον κύβοτου µήκους 
του μεγάλου ημιάξονα της έλλειψης που διαγράφει. 


(πως µπορεί να κάνει κανείς μετρήσεις και υπολογισμούς 
µε τόσο μεγάλους αριθμούς» }) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


18 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
---υ-υ-υ-υ-υὉϱϱι.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

α Εικόνα 1: 'ΕΓαηςοῖς Νἱαϊς''. /Ιεθηςαά μπας: ΡιβΙίο αοπιαϊη να 
Ν/ἠκΙπιθαία (οΠήπιοης - 


αι/ΕἰΙ6:Εγαηςοὶς Νἱοῖςθ.|ρς 
Εικόνα 2: ΠΙ{ρ://ονειγΗἰςίοιγ.οιρ/1591-2.Πϊπι 


Εικόνα 3: «Εγαηπςοἰς Νἱὸΐε - Οροία ΜαϊΠοαηιαϊϊςᾶ» ρα: ΕΓαηςοίς Νἱὸῖε -- 
ΒἰρΙοϊηδαις Ππαϊἰοπα|ς αθΘ ΕΓ8Πς6. 5ου Ιἰοθηςθ ΡμβΙίο αοηιαίῃ νία 
ΜΝΚἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟΗς - 
Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιθαίἰα.ορ/ινἰΚκἰ/ΕἰΙΙ6:ΕγαΠθο(326Α7οἱὶς 
ΜΙ96(320Α8ῖο Όρε[α Μαϊπεπιαϊίσα.ΙρρΗπιδαϊανίδννει/ΕἰΙ6:ΕΓαΠΡΟ(3260Α7 
οἷς ΝΙ9ος39οΑδῖο - Όρε[α Μαϊπεπιαϊίςα.ἰρρ 


(ως 
ος 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 


σα Εικόνα 4: ΠΙῖρ://εοπιπιοης.νκἰπιθαἰα.οΓρ/ινκί/ΕίΙ6:Νἰκοίαιις 
Κορειπίκις.ΙρρΗπιεαίἰανί6ννει/ΕἰΙ6:Νίκοἰαιις ΚορεΓπίἰκις.Ιρρ 


αε Εικόνα 5: '5ἰπιοπ-ςϊονίπ' Ὀγ ὑπκΚποννη - Ὀἱρίῖοοι | αἰάςη ἰ)πἰνειςϊἴγ 
ΙΙΟΓΓΥ, ΠΙΙρ://5οεΓγαῖες.Ιεἰαςειιμηίν.Π|. [ἰοθηςθα μΠάεΓ ΡωβΙἰς αοπιαϊη 
νία ΛΙΚἰπιεαία (οπππιοης -- ΠΙΙρ://εοπηπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννκἰ 
/ΕΙ6:δίπιοηπ-ςἴενίη.)ρορήπιεαϊανίδνν6ι/ΕἰΙ6:δίπιοη-ςϊδνίη.Ιρορ 


ο Εικόνα 6: 'Ἰοβαπηος Κερἰαι 1610' Ὀγ ὕηΚποννη - Κορίθ αἶπες 
ΝΕΓΙΟΓΘΠΡΘΡΑΗΡΕΠΕΗ ΟΓἱρίπαίς νοη 1610 ἰπι Βαεπεαϊ[κίιίπεγκ[οςίθι ἰη 
Κγαπιςπιὐηςσίθγ, [Ιοθηςθα μπας: ΡιβΟἱίς Βοπιαίῃπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία 
(οΠΊΠποης - 

Πἰίρ://εοΠιΠιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκί/ΕἰΙ6:Ιοπαηπεθς Καρίει 1610.ἱρρΗ 


πιθαἰανίἰθνναι/ΕίΙ6:)οηαηπες Καρἰει 1610.ἱρρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 5: Μαθηματικά 
στην Αναγέννηση. Ενότητα 5.4: Νἱεῖς, τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και 
οι νόµοιτου σύμπαντος». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΙΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ” 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗσΗ --« ΕΣ ΠΑ 
2007-2013 
ΞΞΞΕΦΊ πρόγραμμα γιο ἵην ονόπτωξα. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ἱκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ ΒΥ ος 


Ευρωπαῖ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ 


ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5: Μαθηματικά στην Αναγέννηση. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΙ λμεν ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΗ ο 


«ΕΙ (1) (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο ο.” ΤΑΙ -- (οο) ΒΥ σΑ 
Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 

Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 5.5: Ο καιρόςτων λογαρίθµων 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΙΖΕΣΠΑ 
ΕΙ λμεν ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΗ ο 
ασ (ος) (ϱ(9) 


ΒΥ 9Α 


ΠπΞ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ δ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΙ τη 
Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ροκ κρπρτοήρ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενὀτητας 
σος ----ἷ-ἵ--- 


ος Ιταλοί και τριτοβάθμια εξίσωση. 

ο Η λύση της τριτοβάθμιας εξίσωσης. 

ος Επίλυση της τεταρτοβάθµιας. 

ας Μαείς6, τριγὠνομετρικές συναρτήσεις και οι νόμοι του 
σύμπαντος. 

«ς Ο καιρός των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


....----μυ-ᾱ--..-..... 


ας Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται η ιστορία και οι 
συλλογισμοί που οδήγησαν στους τύπους για την εύρεση 
ριζὠὦν πολυωνυμικών εξισώσεων τρίτου και τετάρτου 
βαθμού. Γίνεται µία σύντομη µνεία στους συμβολισμούς 
του Νἱαΐθ και στη χρήση τριγωνομετρικώὠν συναρτήσεων 
για την επίλυση των τριτοβάθµιων. Δίνεται επίσης µία 
εισαγωγἠ στην ιστορία των λογαρίθµων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λογάριθμοι (λόγος- αριθμοί) 
σσ ---- 


Οι πρόδρομοι: 
ας Αρχιμήδης και αρίθµηση µε εκθέτες (Ψαμμίτη). 
ος Πίνακες µε δυνάµειςτου 2. 


Κινητήρια δύναμη: υπολογισμοί στην Αστρονομία και 
Ναυσιπλοία. 


ος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ο{]{6| 
σοςςςτς.ςἛϐϐ0ςςςςυ-ο227--------- 


1 16 ὃ 32 

2 αντίστοιχοι εκθέτες 

4 4, 5 

8 άθροισμα εκθετών 9, αντίστοιχη δύναμη 512. 


Ο σι!{αι (1544) συνέἐκρινετις δύο σειρές 
(στήλες): το άθροισμα όρων στην αριθµητική 
σειρά αντιστοιχεί σε γινόμενο ὀρων της 

64 γεωμετρικής σειράς. 
1248 Ἐνας τέτοιος πίνακας µε δυνάμεις του 2 δε 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί αποτελεσματικά για 

256 πολλαπλασιασμούς αφού οι δυνάµειςτου 2 
12 έχουν µεγάλη απόσταση μεταξύτους. 


ως ο ΝἩ ΟὉ ωὃι δ ω ΑΟ -- Ο 
ω 
Μ 


”-ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 8 


Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Αστρονομία 


--------ιν 


Αστρονομία: το 1593 Δανοί μαθηματικοί πρότειναν να χρησιμοποιούνται 
τριγωνομετρικοί τύποι για να γίνονται οι υπολογισμοί ευκολότερα. 
Πράγματι οι πολλαπλασιασμοί ανάγονται σε αθροίσεις και αφαιρέσεις (µε 
χρήση εκτεταμένων πινάκων για ηµίτονα και συνημίτονα.) 


π.χ. Οτύπος εἰπαεοςβῤ Ξ Υγοςὶίπ(ία-Γῇβ) «1/2 5ἱπία -- ϱ) 
θα χρησιµοποιηθεί για το γινόμενο 
0.17365 Ἐ 0.99027 
Απότους πίνακες: 
0.17365 -- 5Ιπ(10),0.99027 -- εος(8) 

«ἱπ(18) - 0.3092, 5Ιπ(2) Ξ 0.03490 

άρα 
0.17365 3 0.99027 Ξ 7. (0.3092 -- 0.03490 ]Ξ0.17196 

(το παράδειγµα είναι µε χρήση τωρινών ορισμών για σἰη, «ος αφού τότε σἱη 
ήταν το µισό της αντίστοιχης χορδής κύκλου µε ακτίνα 10,000,000) 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ρω Αριστοτέλειο 


Θέμα παρουσίασης 
σσ ω ---- 


Θέμα παρουσίασης: Ιστορία της τριγωνοµετρίας και της 
αστρονομίας. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ὃν Αριστοτέλειο 


Αἱ 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Πίνακας µε δυνάµειςτου 2 


16332 
Αντίστοιχοι εκθέτες 


64,9 
Άθροισμα εκθετών 9 
Αντίστοιχη δύναμη 512 


Ἐνας τέτοιος πίνακας µε δυνάμεις του 2 δεν µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί αποτελεσματικά για πολλαπλασιασμούς αφού 
οι δυνάμεις του 2 έχουν µεγάλη απόσταση μεταξύ τους. 

Ιστορία των Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


11 


)οππ Ναρίσι (1550--1617} Σκωτία 


Δημοσίευσετο 1614το 
ΜΙΓαΤΙεἰ ἱοραΓίζπΠιο Γη 
εαποπίς αςθςοΓὶρῖίο 
καιτο 1619 


ΜΓαΓἱοἱ ΙοραγΙζΠΠΙΟΓΙΗΠΙ 
«αποηίς «οηςῖγωµοῖίο 


Εικόνα 1 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


Ξεκίνησε τη µελέτη το 1594. 


ΜΙΓΗΙΕΙ ΙοᾳαΓΠΠΠΊΟΓΗΠΊ «αποβίς 
αθεςσεγρίίο (1614). 


57 σελίδες εξήγηση 


ΝΝ π ΜΙΚΡΟΙ |" 
Τ οβαγΠΙΟΓΙΗΠΙ 


(αποπς ἀε[οπίριίο, ὴ κ α ι 


ππη Ὁ η 
ἐς Εαοἰδιπεές 


οπιπί Πιοβίβι 
απιριηκὗσι 
αρα 


ον σίην, | 90 σελίδες µε πίνακες. 


| ο, 
ΕΦΙΕΥ ΛΑΟΙ. μι] 
χοβαϊπά ΑΝΏΚΕΈ ΗΑΚΤ 
Ἅ όε, «2. Ός. Κιν. αἱ 


ορ; α [ή βΏ 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο λογάριθµος Ναρίθι 


-------.--ἷ-.... 


Αν 
Ν Ξ- 107(4 -- 1077) 
τότε | είναι ολογάριθµος Ναρίειτου Ν. 


Για ευκολία τον γράφουμε Ναρ ος Ν. 
Έτσι 


| 
Ὀ 


ΝαρΡ 1ος 10,000,000 
ενω 


| 
6 


Ναβ ]οςρθ9,999,999 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Το πρὠτο βιβλίο του Ναρίθι 


--..-.--.--ᾱ- --...... 


Αν α: ὂξς: α τότε 
Ναρίορα- ΝαρίορῦξΝαρ]ίορς- Ναρ ορ α. 
Το πρὠτο βιβλίο του Ναρίει εκδόθηκε µετά απὀ 20 χρόνια 
υπολογισμών: έδωσετον πίνακα των λογαρίθµων γιατους 
αριθμούς απὀτο 5-10 εκατομμύρια. 
Σε αντίθεση µετη γεωμετρική σειρά 
12,49, ... 
Ο Ναριει ήθελε τα κενά ανάµεσα στους διαδοχικούς όρους 
της γεωμετρικής σειράς 
ο,στ, στ”, ετ»,... 
να εἶναι μικρά. 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 15 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Ο πρωτος πίνακας του Ναρίςι (1) 
σος -(9327----ἷ-ἵ--- 


Έτσι ξεκίνησε µε το λὀγο 

0,0ΦΟΟΟΟΟΞ 1-- 10” 
Ο πρωτος πίνακας του Ναρί6ι αποτελείται απότους 
πρὠτους 101 ὀρουςτης γεωμετρικής σειράς µε πρωτο ὀρο 

εΞ 10,000,000 Ξ 107 
Δηλαδή υπολόγισετους αριθμούς 

107(1 -- 10: 21πΞ 0,1,...,100 

Ονόµασετους αριθμούς 0,1,...,100 Ιοραγίϊηπης. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο πρὠτος πίνακας του Ναρίςγ (2) 


---------...... 


Υπολόγισε τον ἰ-στο ὀροτου πρὠτου πίνακα αι µε αφαίρεση: 
- 7 
αι αι ι -αι-ι/10’. 


Έτσι βρήκε 

10000000 9999999 9999998.0Ο0ΟΟΟΟΙ 
99999900.ΟΟΟΔΘ5Ο 

Αν 


ΧΞ 10”(1- 10” γΞ 107(1 -- 10”πι 
Τότε 
χ 
-Ξ(1--10:1)πππι 
γ 


ρρος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 17 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ο δεύτερος πίνακας του Ναρίθι 
σος 9227 --------ἵ-- 


Στο δεύτερο πίνακα ο Ναρίει υπολόγισε πάλι µετον ἴδιο τρόπο 
(αφαίρεση) τους πρὠτους 51 ὀόρουςτης γεωμετρικής σειράς µε 
λόγο 1 -- 10:35 καιπρώτο όρο 10”. 

Για τον τρίτο πίνακα χρησιμοποίησε γραμμική παρεμβολή 
χρησιμοποιώντας τις τιµές των δύο παραπάνω πινάκων. Ο 
τρίτος πίνακας αποτελείται απὀ 21 σειρές και 69 στήλες όπου 
το στοιχείο στη θέση {, / είναι 


101{1 κα 1 Υ 
2000 100 


/ ’ ’ / / 1 / / 
Η κάθε σειρα εἶναι γεωμετρική µελὀογο 1 -- τορ ὅπως και κάθε 


1 
στήλη µε λογο 1 -- μη, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης 


π 
“απο Ὢ 
Αλ ο ὴ 
ΠΛ] 
αμ] 


Ναρ! -οε(α) Σή μερα 
ασ κ. 
υδηκ 10). 
ιΑδκ 101) 
ΓΔΟκ 10. 
ιπκ108) 


Γτῆκ 18 | 


Ο Β/ίρρς (1561-1630, Άγγλος) µετά απὀ συνεννόηση µετον Ναρίθι 
κατασκεύασε πίνακες µε βάση 140 έτσι ώστε Ιορ 10. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


19 


Ο επίσημος ορισμός του Ναρίςι (1) 


Α Ρ σ ἄἅ 


Β ϱ ῃ γ 


Έστω ευθύγραμμο τµήµα ΒΥ (µήκοςτΞ 10,000,000 Ξ 107) 
Έστω ηµιευθεία ΑΧ. Τα Ρ και Ω ξεκινούν ταυτόχρονα από το 
Α και Β. Η ταχύτητατου Ρ παραμένει σταθερή, και ίση µε 10’. 
Η ταχύτητατου Ο όμως ελαττώνεται ανάλογα µε την 
απὀσταση του Ο απὀ την ἀλλη άκρη Υ. Έστω ότι σε κάποιο 
χρὀνοτο Ρ φτάνει στο ενώτο Ω φτάνει στο Ὀ. Τότεο 
λογάριθµοςτου ΒΥ είναιτο ΑΕ. Με ἀλλα λόγια 

ΑΟΞ Ναρίορ ΡΥ 


ὧν ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 20 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ο επίσημος ορισμός του Ναρίςι (2) 


Α Ρ σ χΧ 


β 4) 1) Υ 


Έστω ὀτι πέρασε χρόνος ἔ για να φτάσειρστος. 

Έτσιγ - Αί - 107ε. 

Αντίστοιχα ἑστωκ Ξ ΒΥ. (Σύγχρονα) θα γράφαμε ότι η 

ταχύτητα του Θ, δηλ. ἆχ/αί ικανοποιεί την ισότητα 

ἀχ/αί Ξ --χ ενώ η αρχική της τιµή είναι 10’ 

Ναρ]οσχΞ Υ: 

Όταν ἴ είναι πολύ μικρό, 10 /τότεγΞ 1ενωκχΞΞ 99999909. 
ΝΞ 10/(1 -- 10-23 


ος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 21 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


]ορσΐ Βιιρὶ (1552-1632) Ελβετὸς 


Η δουλειά του όμως δημοσιεύτηκε 
το 1620. 


Έδωσε πίνακες µε 23,027 στοιχεία, 
µε λόγο 1:410:3 


Ἱ νε Ροσήσπ ννειάσι Και. δι 
ο Μα(ᾗλοιπα[Π{εἷλος (χι γχησως Ἵλι 
 Ὀναηρείς σεἰιαήίπηας ῥ]λοπέ. ξο 


Ἡ Ώνκοη ΧΊΖΕΝΗΑΊΓΡΙΕΚ κνΝςτ 1) 
ΕΑΓΑΝ6Τ ΙςΗ «ΚΟΦΖΕΒ. κκ οίκοε τς 
πα λν Γώνλ η κ κ 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 22 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


οἵ. νΙιησςθηϊ 
Ἴἔἐὁ..Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἵ.ἀἄἅ.. 


ος Εκτὸς απότους αριθμητικούς υπολογισμούς, οι λογάριθµοι 
επηρέασαν την εξέλιξη των μαθηματικών ὀταντο 1647ο 
Βέλγος μοναχός οί. Νἰπεαεηί (1854-1667) βρήκε ότι υπάρχει 
σχέση ανάµεσα στους λογαρίθµους καιτο σον κάτω 
απὀ τη καμπλύλη χγ -- 1. - 


Εικόνα 4 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ες 59) 4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
πμ Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔΛΙίἾἶὔτω .Ἱ ἹἼ{ἦ{ἵἶἦὤὅὤἦὤ,. 


ος (38Γ| Β. Βογοα:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οἰγμίις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Μ. Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
ο «ο ο 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

σε Εικόνα 1: )οπη ΝαρϊαεΓ' Ὀγ ὑΠΚποννη - ΤΠίς σοαι ΤΓοπῃ [1]. ΙΙοεθηςθα 
μπας: Ριωβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΛκιπιθαία (οΠήπιοης - 
Πἰίρ://εοΠιΠιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νλκί/ΕἰΙ6:1ομπ Ναρίθγ,ΙρρΗπιααἰανἰθνν 
αι/Εἰ6:Ιοηη Ναρίειὶρρ 

σὲ Εικόνα 2: "Ι οραγϊϊηπις Ροο(ς Ναρίθι" Ὀγ ἱηΚποννη - Ναρίει, ΜαΓΚ 
(1834) , ΜΝΗΙίαπι ΒἰαςΚννοοα. [ἱοθηςθα μπας Ριωβ|ίο αοπαίΐη νία 
ΜΝΚἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟΗς - 


πο ον ο οι Ες. | οραγἰίηπις Όοου(κ Ναρίθι.Ιρρ 


νὰ. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
ο «ο ο 


α Εικόνα 3: 'Ιοσϊ Βὔγρὶ Ρογ!ιγᾶϊ'' Ὀγ υςει Πνοἱρῖ ο αθ.ννἰκἰρεαϊία - ΤΠίς 
Π]6 ἰς |αεκίηρ 5οµ/ςς ἰη{ογπιαϊίοη.Ρίθαςθ θαἰῖ Τίς Π]6'ς αεςογἰρῖίοη αΠα 
ρΓγονἰᾶθ α 5ΟἱΓ66.. [ἱεθηςθα μπας: ΡιβΟἱίς ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία 
(οΠΊΠποης - 

Πἰίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκΙ/ΕἰΙ6:1οσϊ Βύος35οβςιρὶ Ρογϊί(δος3 


96ΑΔΙ1.Ιρρηπιεαἰανίαενναι/ΕἰΙα:οσί Β9ος39οβςιρὶ Ρογϊι(δος396ΑΔΙ.]ρ6 
αε Εικόνα 4: '"ἀιόροϊἰτο ο δαἱπῖ- νἱηςεθηϊ (1584-1667)" Ὀγ ατεπῖἰάθζ - 

Α//γθα ΗαΠΙΥ: (αἰθγίθ Ιμςίγός αθ ία (οπιραρηϊἰθ 6 όσις, 1893.. 

ΙΙοθηςθα μπας Ριμβ/ίς Ώοπιαίῃπ νία ΑΛ κἰπιθαία (οΠΊΠΊοης - 

ΠΩ Μρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἱπιθαίἰα.οισ/ννκἰ/ΕἰΙα:(αιθος22οΑβθροϊίγο 6 οαἱπῖ- 


Μιηςεθεηϊ (1554-1667).ἱρρῆ/ πιααἰα/ΕἰΙδ:(αΓος3ο6Αβθροἰγο ἄθ δαἱηῖ- 
ΝΙπεθεηϊ (1554-1667).ἱ1ρΡ 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 5: Μαθηματικά 
στην Αναγέννηση. Ενότητα 5.5: Ο καιρός των λογαρίθµων». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχέςτου Απειροστικού Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΛΙΝΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο ΕΣ ΠΑ 
- ππεσσσησα "2007-2013 (ος) (ϱ(9) 
ΞΞ ΟΡ] πρόγραμμα για την αγόπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἁ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΑἴΚο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.1: Σκέφτομαι άρα υπάρχω...Αναλυτική 
Γεωμετρία. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 


ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ - ΕΣ ΠΑ 
. - - 2007-2019 (ος) () (ο) 
ἐς 88 ρόγραμμα για την αγόπιυὶ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, εν ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπΑῖκο 


ΙΚΟ ΤΙ -- 
ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ λαο 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἐἾῖίο”ϱἾἧὁὉ.  ἹἹἹἼ{ἦ{ἵ{ἦὤὅ,ἷἶἦὤὕἷὉη 


ας Σκέφτομαι άρα υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία 
ο Μέθοδοι παραγώγισης. 

ο Τετραγωνισμός και Εμβαδὀν. 

ας Ναννίοη καιτο θεώρηματου δυωνύμου. 

ος Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 

ος |6αἰρηίΖζ, Το σκάνδαλο του Λογισμού: Ναννίοη και | αἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


μμ 


ος Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσειτη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των ΒοςεδΓγίθς, ΓθΓπιαϊ έωςτη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Βαπέ Γοςσαγῖςς (Γαλλία) 1596-1650 
Φιλόσοφος 


“σοοιίΐο 6Γ6ο 5διηι” 


“Σκέφτομαι άρα 
υπάρχω” 


Εικόνα 1 


«ᾳπηνν Λριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ας ΡΟΗ Τὰ . ͵ , 
ντος) δὲ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ὈβῬ ία Μαϊποας 


ο 


ΣΑ 


ςσΕΟΜΕΤΕΙΕ. 
ΗΙΥΕΕ ΡΚΕΜΙΕΚ. 


ο. δ1 ο νο 5 ο. 3 . α -- 
ΡΕ, ΙΑ ΜΕΤΗΟΡΕ 
Ῥουις Βἱεπ οοπαιιίτς [α ταἱ(οι,δὲ εἰνοτοῖιος. 


Ίᾳ νετ ἆαης ]ες[εἴεπςς». 
πας 


ΓΑ ΡΙΟΡΤΕΙΩΝΥΕ. 
1Ε5 ΜΕΤΕΟΚΕΣ. 
ΕΤ 
ΓΑΔΑ «ΕΟΜΕΤΕΙΕ. 
Θα [οί ευ ε[αἰς ος εε/ε ΜΕΤΗΟΡΕ. 


«ευ ρΥοβί[ίριες φιῤοη Ρεμ! οοη/βγαήγε [418 
3 επηρίογεγηε ἀων οενείε ον ο 
ήρπες ἀγοί{ε. 


σοκ Ου 9 Ίος Ῥτοῦίε[ίηος ἆς Οεοπιεισῖο {Ε 
Ρουμεης βισίίειπεη τοάυίτο αΓοἰς [σπιος, 
ἵν Φσό αυ Ἡ π΄εβ δε(οἵη ρᾳταρτέ» 4πε ἀε οοπποί- 
ος 6 ξ βτε Ια{οαφειτ 4ο ο υείφυες Ιέρηςς ἀτοίτος, 
τὸ κ βρους [εςςοπβτυίτε. 

Ἐεσοωππετουτε | Ατιεἰμποτίαιε Π’ε[ῖ εοπΏρο{ές, 41 «οπιπξε 
ἁσφυαϊτε ου εἶπα ορεταιίοῦς, αὐἱ (οπι }Αἀάῑείου, μα) ὃτάα 
ςουβταάχίση, ἰα Μαἱερίιςατίου, ἵα Ὀἰαίβου, δε [ Ἐχίτα- ὠπε- 
Αῑοη θε ταείπες, «μ΄οἩ ρους ρτοπάτε ροὺτσΏε εἴρεςο ας . 
4ε Ὀἱυίβοα : Αἰπῇ ϱ΄45οΏ Απῑτο ο]λοίε 4 Εαΐτο «η Ο«90- 27χορε- 
ππεττῖς τουςίναῦς Ίο» [ίσπεςαυ΄οἩ «ἰπετε]ε, ῥους Ι65 ῥτο- ορ 
ρατετα είτε οοπηυδς, 4Ἡς Ίευτ ση αἀϊου[ιει ἁ΄ααϊτες, ου ἕως. 
επ ο[ΐκοτ, Ουδίεη 6Π 4ΥαΠΙ νΏς, 4υ6 16 ΠΟΠΗΠΠΟΓΑΥ Γνηνέό 
Ρουσία ταρροτίετ ἆ απταηί πηειικ αχ ποπηῦτες , ὃς φαί 
Ῥευεοτάϊααίσαπυεης εβτο Ρτιίε α ἀΗ[οτοτίοῦ,ρυι” οη 4γαπΕ 
επσοτε ἀευχ αμίτες, επ {τουετ νε αυαϊτίσίσις͵, αἱ [οἷτ 
αγ νπε ἀξ σε ἀευκ,οοπηπις Γαυττς εἴεα [νηίτέ, ος αυἱ ε{ε 
Ίεπιε[πε απ ἰᾳ Μα]ρ]ἰεαίίοπ, ουδίεὮ εἩ [{ουυετγπε 
αυαιαίείαιο, απί (οἱςα [νπο ἆς «ας ἆεαχ, «οἵηπς [νηίτό 


Α ΤΕΥΡΕ 
ο ΓΠπιρήππαήεἁο[ αν ΜΑΙΚΕ. 


εἶσ 1ος χΧχκνα 


-4μες Ῥγήμίερε, 


Εικόνα 2 Εικόνα 3 
1637 


Αριστοτέλειο ( 
Ρ ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Καρτεσιανή γεωμετρία 


-υ---ὐ)--..... 


Καρτεσιανή γεωμετρίαξαναλυτική γεωμετρία 

Στόχοςτου: 

«κάθε πρόβλημα της γεωμετρίας µπορεί εὐκολα να 
μετατραπεί έτσι ὡὠστε η γνώση των μηκών ορισμένων 
ευθύγραμµων τµηµάτων να αρκεί για την κατασκευή του.» 

Συστηματική χρήση της συµβολικής άλγεβρας: σύγχρονος 
αλγεβρικός συμβολισμός είναι βασισμένος στον 
συμβολισμό του ΏεςςδΓίθ6ς. 

(μετατροπή ενὀὸς γεωμετρικού προβλήματος σε αλγεβρικό) 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Παραμέτροι και άγνωστοι 
ευθύγραμμα τµήµατα 


Πεςκαγίθς θεωρούσετις παραμέτρους καιτους αγνώστους 


ευθύγραμμα τμήματα. 


1») Τλ ΟΕΟΜΕΤΑΙΣ. 
εβα[σαε,ςεσυί είξ]ε ωείανεφυε Ἰ Ὀἰυίβοα, ου επβη 
ττουυεγνης,ου ἀευκ,ου ρ]ο/ευες ανογεηπεερτοροπίοῦ- 
πε]]ει επιτε ["νοίτό, δε αυείσυε αυττε Πέρος, ες οπἰε[]ο 
τηείηνε «ως εἶσες Ίὰ γαςίης φυαττές, οπ ευδίφυς, δες. Εείς 
ης γαἰπάσαγ ρα: ἁΠηττοδμίγς «ον {είπεν ὁ Απμισιις 
οὓς επ ἰα Οςοωειῖς , αἴδη ὃς ποε τεράτε ρίως (πις]- 


Ηριδιῖς, 
ΕΜ. δοίς ρα; ετεπηρία 
λος: Ἂς . Α Β ναό, δὲ αυ {1ἰ- 
[ Ίε πιωέρίες ΒὉ ρας 
| ο Β 0, ἑεπαγ απ αΙοίαότο 
Β Γεν ροίη. Α δε 0, ροίν- 
| | κε. τετ Ὁ Ε ραα]εἰεας ΛΑ, 
--Ἔεις] δὴ. δε Β Ε εῇὶ Ἱε ρεοδωίτ ἆς 
» ΄ εετε Μυ]ήρΗςαίσα, 
ἓ Όνω Ον δίεα ο] ἴαυτ ἀῑοίίες ΒΕ ας ΒΌ, αγαας ἰοίας Ἱει 
πο ροῖης Ἐ δε Ὁ, ἐς Πες ΑΟ ρατα]ἰεἰς α Ώ Ε, δΒ 0 εβίε 
ἔχειν, Ῥτοδαί: ἂς «εἰς ἀῑυ]βοῦ, 
1ος ἀεῖν Ου: Ἡ ας ετες α εαείωε 
αν ' αυαπτέε ὁς 6Η , ἵε Ιγ αᾱ- 
Ἰουῇς επ Ίρηε ἀῑοιε Ἐσ, 
αἱ εβ Γνηίεό δε ἁνοαος ΕΗ 
ο π Ἡ επ ἀευκ ραπίεν ε[ραίει η 


Ροΐατ Κ, ἆν «ωστε Κ. {ο πτε 


Εικόνα 4 


ο Αριστοτέλειο 
|). Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Για παράδειγµα: χ τετράγωνο 
και χ κύβος ερμηνεύονται και 
αυτά ως ευθύγραμμα 
τμήματα. 

ΑΒΞΊ, τότε 

ΒΏ ΒςΞ ΒΕ 


ΝΙπορεί κανείς να ερμηνεύσει 
µε τον ίδιο τρόπο και ριζικά2 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


(ΠΘ6ΟΙΘΤΓΙ6Θ 


εχεπαρ]ε 
1. -- ατ -Ἑ ὄ', 
16 [αΐς Ίο ἐτΊαπρ]ε πεοίαπρ]ε Α [, Μ (πᾳ. 3), ἀοπί Ἰε οὐίό ᾖ, Μ επ όσαὶ ἃ ὃ, 


Ι 
ν ΄ ο. α . Τ ορ . 
Γαςίπε οππτέε 19 ]α η παπά οοππι]ε ή, εἰ ίτε [Ν εδί τα, ]α πιοἰε]ό ἆε 1 πίτα 


- 


Εις. Ἡ. 


1, Μ 


από οοΠΠι]ο οἱ ὁξοῦι π]Ιρ]ίός Ρας στ. ας [ο 51ρρορε οΐπε ]α στις ΠΠΟΟΠΠΙΙΟ: 
Ρις ῥτο]οπσεαπί Μ Ν. Ία Ώαδθα ας ος (Παπρ]ε, [άξηπες ἃ Ο, οἩ εοτίς απο ο 
φοἵί όσα]ε ἃ Ν [,, Ἱα ἔοιίε Ο ή οξι τς, Ία Πστιε εἸχεγο]ιόε:; εἰ εἰ]ε εκρτίπιε ϱπ οεί{ο 
5ογίε : 


Λύση: ΙΜΞΡ,ΙΝΞα/2 (αδοπιαῖϊγίθ) 
ΖΞ- ΟΜ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 


Χρήση συντεταγμένων: 


Παράδειγμα: Για τη λύση του προβλήµατοςτου Απολλώνιου: 


όλες οι γραμμές δίνονται αναφορικά µε δύο: Εα(Χχ), 6Τ(Υ) 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Απολλῶώνιο πρόβλημα: 


ρω Αριστοτέλειο 
3) Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Κατασκευή κύκλων 


(µε κανόνα και διαβήτη), που 
είναι εφαπτόµενοι σετρεις 
δεδοµένους κύκλους στο 
επίπεδο. 

Το πρόβλημα έθεσεο 


Απολλώνιος ο Περγαίος (περ. 


202 π.Χ. -περ. 190 π.χ.) στο 
έργοτου «Επαφαί». 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΓυοεςςαΓγίθς 


-ᾱ----..... 


«Ελπίζω ὀτιτο μέλλον θα µε 
' κρίνει µε ευγενικά 

ὀχι µόνο για τα πράγματα 

που εξήγησα, αλλά και για 

αυτά που παρέλειψα για να 

αφήσω σε άλλους τη χαρά 


Τήθο/ί6/ῃ ΙΧ. | 
της ανακαλυψῆς.» 
σς Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


14 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔΛΙίἾἶὔτω .Ἱ ἹἼ{ἦ{ἵἶἦὤὅὤἦὤ,. 


ος (38Γ| Β. Βογοα:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οἰγμίις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Μ. Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
ο «ο 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ὰ Εικόνα 1: 'ΕΓαης Ηαίς - ΡογϊΓγαϊ ναη Βοπό Ώοαςσαγῖίες' Ὀγ ΑΠοι ΕΓαης 
Ηαίς (15892/1553--1666) - Απατό Ηαΐαία [6.α.] (1997) Ώο 6θ6νν ναη 
Καπιργαπαϊ, Βγυωχοαί[ίας: (Γγόαϊϊ εοπΊπιΠα| ας Βθἱρίαιθ, Ι5ΒΝ 2-908388- 
32-4.. [Ιεθηςθα μπας: Ριβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΝΙκΙπιθαία (οΠΊπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαίἰα.οιρ/ινἰΚΙ/ΕἰΙ6:ΕΓ8ης ἨΗαίς - 
ΡογϊΓεϊ ναη ΠΘΠΖΟΓ326Α9 Βεςεαγίες.ΙρρΗπιεαίανίενναι/ΕίΙ6:ΕΓαπς Η 
αἱς - Ρογϊγθϊ ναη ΒΘΠΡ6Ο(376Α9Θ Βοεςςαγίος.]ρϱ 


αι Εικόνα 2: "Ὀοςςαγῖος Ὀἰςεουις ἆθ ἰα Μ]οϊμοαθς"''. [ἰοεθηςθαά μΠαςι Ρυωβ|ίς 


οπιαίη νία ΑΛ/Κἰπιααία (οΠηπιοης - ΠΙϊρ://οοΠηπιοης.ννκἰπιθαἰ8.ο(ρ/ 


ννἰκί/ΕἰΙ6:Ὀεσεαγίες Πἰςοεουμιίς ἀθ ία Μεαεϊποάςα.ΙρρΗπιεαίανίθννει/ΕἰΙ6:Ώεςσαγί 
6ς Πἰςεομ(ς ἄθ |α Μοαϊμοσας.Ιρρ 
ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
---υ-υ-υ-υ----Ὁϱϱ.. 


ο Εικόνα 3: “19 αἰορῖγίαμα”, “Ι65 πιαῖθοΓες”, “1 ροοπιαῖγἰθ” 
"αθοπιθίιγΏοςεαγίας’ ΟΥ ΟΓἱρίηαιἱ Ιρἱοααςθ/ ννας ὑ56γ:(αἵοη αἳ [1] - 
ΟηἱρἰπαιΙγ ἔγοπηι Γωινίκἰρεαία; ἀθςεγἰρῖίοη ρ8ρε ἰς/ννὰς Π6Γ6.. [Ιοθηςθα 
μπας: Ριωβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΝκιπιθαία (οπΊπιοης - 


εαἰβνίεννεΓ/ΕΙΙς: (εοπιεϊιγΏεςεαγίες.)Ρία 


ᾳὰ Εικόνα 4: σελίδα από “Ια ρεοπιαίγία” "αεοπιεϊιγΏεςεαγίες' Ὀγ 
Ογἱρἰπα| µαρ]οαάθί ννας ἰ1ς6γ:(αἴοη αἳ [1] - ΟΓἱρἰπα[Ιγ {γοπη Τννἰκἰρθαία; 
αθςεγἰρίίοη ρ8βε ἰς/ννας Π6Γ6.. [ἰεεηςθά παει ΡιβΙίς ἀοπιαίη νία 
ΜΝΚἰπιθαία («ΟΠΊΠΊΟΗς - 
ΠΙίρ://εοΠιπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννικί/ΕἰΙ6:αδοπιθίιγΏοεςςαγίθς.ΙΡ(α8πηι 


ααἰανίενναει/ΕἰΙα:αδοπιεϊιγΏεςεαγίες.)Ρία 


ως Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.1: Σκέφτομαι άρα 
υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 


ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχέςτου Απειροστικού Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΛΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
. - 2007-2019 (ος) () (ο) 
ἐς 88 ιρόγραµµα για την αγόπτυ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, εν ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπΑῖκο 


- 


ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ αλί δά 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙ ΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.2: Μέθοδοι παραγώγισης. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
μ ρε ττε -... «2013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο . στοπαστσταστν 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἐἾῖίο”ϱἾἧὁὉ.  ἹἹἹἼ{ἦ{ἵ{ἦὤὅ,ἷἶἦὤὕἷὉη 


ας Σκέφτομαι άρα υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία 
ο Μέθοδοι παραγώγισης. 

ο Τετραγωνισμός και Εμβαδὀν. 

ας Ναννίοη καιτο θεώρηματου δυωνύμου. 

ος Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 

ος |6αἰρηίΖζ, Το σκάνδαλο του Λογισμού: Ναννίοη και | αἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


μμ 


ος Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσειτη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των ΒοςεδΓγίθς, ΓθΓπιαϊ έωςτη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Μήαγίπ Μ6(ςθ6ηπε (Γαλλία) 
1585-1648 


«Ινστιτούτο (ανταλλαγής 
γνώσεων) μαθηματικών» 


Πρώτοι αριθμοί του 
ἈΊε(ςεηηε 
21 --1 


Εικόνα 1 


Ἕπνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Βαπό Βεςσαγί6ς (Γαλλία) 
1596-1650 φιλόσοφος 


“σοοιίΐο Θ6Γ6ο 5διηι” 


Εικόνα 2 


(ο ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ας ΡΟΗ Τὰ . ͵ , 
νο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 

Ν τ νι πκκᾳ / ΄ 

«κλπ Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ρα 


Ε ΤΑ ΜΕΤΗΟΡΕ, 
Ῥοιιε Βἱεμ οομἀιιίτο [α ταἰ(οπ,δς ο[ιετοίιος. 


Ίᾳ νετ ἆαης ]ες[εἴεπςς». 
ερ σας 


ΓΑ ΡΙΟΡΤΕΙΩΝΥΕ. 
1Ε5 ΜΕΤΕΟΚΕΣ. 
ΕΤ 
ΓΑ «ΕΟΜΕΤΕΙΕ. 
Θα [οί ἆευ ε[αἰς οἷε εε/ε ΜΕΤΗΟΡΕ. 


Α ΤΕΥΡΕ 
ο ΓΠπιρήπησήεάο [αν ΜΑΙΚΕ. 


εἴσ Ίος χΧχκνα 


-4μεο Ῥγήμίερε, 


Εικόνα 3 
1637 


ία Μαϊποας 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΣΑ 


σΕΟΜΕΤΕΙΕ. 
ΠΙΥΕΕ ΡΚΕΜΙΕΚΕ. 


«ει ρΥοβίίος φμοπ Ρεµά εοη/βγμέγε [40 
3 επηρίογεγηµε ἀάν οενείε Ον” ἀπ 
4ρπες ἀγοι(εν. 


Ου |ες Βτοῦ]ε[ηος ἆς Οεοπιειτίο {ε 
ο ρουμευς Ειείϊειπεπε τοδυίσο α [είς [σεπῃος, 
5 ου] π΄ε[ὲ Ὁε[οἶη Ρατ αρτές απ 4ε «οπΠοί- 


κ «τσκ 


Ἕς 


ρ 


ἄε Ὀίυίβοα : ΑίΠβ η΄ατοη 4Ἠῖτο εἶοίε α ἔαΐτο «Ώ «εο- κομι, 
τητείς τουςίαῦτ 165 [ίρπος αα΄οι «ῄογεί]ε, Ροζ |65 ΡΓ6- Θεοπιο- 
ατογα εΏτε εοπαυδς, «πε [ευτ επ αἀἰουίτες ἁΊααττςς͵, ου «ης. 

εποβςτ, Ουδίε οΏ 4γ4ΠΙ νης, 4Ἡς ἵ6 ΠΟΠΩΠΙΕΓΑΥ Γνηιτό 

Ρουσα ταρροτίοτ ἆ απταπί πηειικ αυκ ποπηῦτες , ὅς φαί 
Ῥουςοτά(σαίσερεης «βέτο Ρει(ς α ἀΙ[ετοτίοῦ,ρυι5 εη 4γΑΠΤ 
επσοτε ἀευχαμίτες, επ ἵτοιµετ νπε φυαϊτίσ[πις͵, α1 [οἷε 

αγνπε ἀε ες ἀευκ,οοπηπις Γααττς ο{ξ α[νηίτέ, «ε αυί ε{ε 
Ἱεπηε[πε α πε ἰαΜυιρ]εαίοπ, ουδίεὮ εἩ ({ουυεΓγπε 
αιαιαϊείαις, απί {οἶτα ["νπο ἆς «ος ἆεαχ, «ΟπΊπις ἠνηίτό 


Εικόνα 4 


πως Αριστοτέλειο 


Καρτεσιανή γεωμετρία Ξξ αναλυτική 
γεωμετρία 
--υ-υ----. 


Καρτεσιανή γεωμετρία Ξξ αναλυτική γεωμετρία 
Στόχοςτου: 

«κάθε πρὀβλημα της γεωμετρίας µπορεί εὐκολα να 
μετατραπεί ἐτσι ὠὦστε η γνώση των µηκών ορισμένων 
ευθύγραμµων τµηµάτων να αρκεί για την κατασκευή του.» 
Συστηματική χρήση της συµβολικής άλγεβρας: σύγχρονος 
αλγεβρικός συμβολισμός είναι βασισμένος στον 
συμβολισμότου ΏεςςδΓίθ6ς. 

(μετατροπή ενὀς γεωμετρικού προβλήματος σε αλγεβρικὀ) 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γαςεαγίθς και Λογισμός (1) 


Το πρόβλημα της 
εφαπτοµένης 

(ΠΏεςεαγί6ς για την µἐθοδό 
του) 


Ίο15 ΡοΙηίς αοπ νοπάτα οΠοΙδίτ, Ε 1ο5ο ἀῑτο αιιο ϱοξδί οθοί Ίο ρτοβ]ότιο Ίο Ῥ]5 
π{]]ο οἱ Ίο ΡΕ ρόπότα], ποπ Βοπ]οπποηπ{ί ας Ίο βαζΠο, ΠιαΙ5 ΠΙόΠΊ6 41ο ]α1ο ]αΠια15 
ἀόβιτό ο βανοῖτ ο ρόοιπόίτ]ο. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


11 


Γσαςεαγίθς και Λογισμός (2) 
µἔἼΊἾἶἶΐω. .Ἱ ἹἼ{Ἴ{ἄ. Ἀ 


ων Αριστοτέλειο 
Ἐ) Πανεπιστήµιο 
7. Θεσσαλονίκης 


Θα βρούμε το κέντρο Ρτου 
εφαπτόµενου κύκλου της καμπύλης 
Α(Ε 
Υπ α΄ 
Στο σηµείο 6: (αρ, χᾷ). 
Η εξίσωση του κύκλου εἶναι 
πο Ξγ-ε(υ-- κ) 

Τα σηµεία τοµής του κύκλου και της 
παραβολής προκύπτουν από τηνα 
αντικατάσταση του, δηλαδή απὀ την 
εξίσωση 

χ. Εκ - 2υχ Εν” -π-Ξ0 


ἱστορία των Μαθηματικών 12 
Τµήµα Μαθηματικών 


Γαςεαγίθς και Λογισμός (3) 


---μυ-ὐ- 


Η εξίσωση αυτή θα έχει διπλή ρίζα στο χρ αν 
χα Εκ -- 2υχ-Ε ν” --πὸ Ξ(α-- αρ) α(α) 
Άρα 
χ Εκ -- 2υχ-Ε ν” --πὸ Ξ(α-- αρ)” («5 -- αχ -Ε ϱ) 
Και επομένως 
α-- 2χ00 
υ-- ὀχρα ΕκόΞ 1 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ες [59] }4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Γαςεαγίθς και Λογισμός (4) 


--ἷ-ἷ- --.... 


αχό --2ὔχρς --2ν 
υχ, Ἑ ο ῃς 
Άρα μας χο Έτη, 
και η Κλίση της ακτίνας του κύκλου είναι 
2 
ο -ᾱς -ἷἶ 


Ἱ) ππ- Χρ ον 2χρ 


ενω η κλίση της εφαπτομένης είναι 2χρ. 


Πράγματι η παράγωγοςτου γ Ξ χ΄ στο χρ 
είναι 2χρ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Γσαςεαγίθς και Λογισμός (5) 


--....-.--ᾱ- ---..... 


Στη µἐθοδότου ο Βοςςαγῖος βρισκει την κάθετη ευθεία 
στην εφαπτομένη της καμπύλης 
Βρίσκειτον κύκλο (δηλ. το κέντροτου 
κύκλου) που εφάπτεταιτης καμπύλης 
στο συγκεκριµένο σηµείο. 


Η ακτίνα του κύκλου είναι η ζητούµενη 
κάθετος. 


Ο κύκλος έχειτην ιδιότητα να τέμνει τη καμπύλη ακριβώς 
σε ένα σηµείο. Τοποθετεί τον κύκλο σε άξονα 
συντεταγμένων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


15 


Γαςεαγίθς και Λογισμός (6) 


Ο άξονας των χ είναι η ευθεία ΑΡ. χ εἶναι το ευθύγραμμο τµήµα 
ΑΜ. Αν Υ -- {Γ(α) εἶναι η εξίσωση της καμπύληςτότετο σηµείος 
πάνω στη καμπύλη ΑΓΕ απέχει Υ απὀ την ευθεία ΑΡ. 

Ο κύκλος µε κέντρο Ρ:το ευθύγραμμο τµήµα ΑΡ έχει µήκος ν και 
το Ρ απέχει απόσταση 0 απὀ τον άξονα των χ, δηλαδή Ρ: (9, 0). Η 
ακτίνα τι Ξ Ρ46 δίνεται απὀτο Πυθαγόρειο Θεώρημα. ΤοΊι 
καθορίζεται απὀτο νΜ, αφού η µία πλευράτου τριγώνου εἶναι 

ν --χ, καιη άλλη πλευρά εἶναι Υ -- {Γ(α). Ψάχνουμε να βρούμε 
το ύ. 


ρω ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


5 Θεσσαλονίκης 


ΡΙε((ς ας Γθγηιαϊ (Γαλλία) 
1601-1665 δικηγόρος 


Ουσιαστική συμβολή στην 
ανάπτυξη της Αναλυτικής 
Γεωμετρίας µετη µελέτη: 

Αα Ίοεος ρίαπος οἵἳ ςο]ἰαος 
Ιδβρορθ 

(16236, χειρὀγραφο) 
Ημερομηνία δημοσίευσης: 1679 


Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΑΔ 


Ἠ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ΕεΓπιαϊ και εφαπτομένη µίας 
καμπύλης (1) 


-. 


ΙΔΕΑ: Έστω Βτο σηµείοτης καμπύλης γ - {(α), και Α πάνω στην εφαπτομένη. 
Αν το Α είναι πολύ κοντά στο Β και Ε είναι το σηµείο τοµής της καμπύλης και του 
ευθ. τμήματος ΑΙ (που εἶναι κάθετο στον άξονα των χ) τότε ΑΙ είναι σχεδόν ίσο 
μετο ΕΙ. 
Θέλουμε να βρούμε την κλίση της ΕΑ, δηλ. το Β{/ΕΟ. 

Το τµήµα Ες έχει µήκος ἔ, (το ί είναι άγνωστο.) 
Τονίζουμε ότι ο άξονας των χ είναι η ευθεία Ες και ότι το τµήµα ΡΕ έχει µήκος κ. 


Το τµήµα Β{ έχει µήκος { (αχ). 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


18 


Εεγππαϊ και εφαπτομένη µίας 


καμπύλης (2) 


μυ υὔἴέΩῆθφθθι------------- -- 


Ώ ς | 


6 


Από τα όμοια τρίγωνα ΑΕΙ και ΒΕΟ προκύπτει ὁτι 
ΕΙ/Β6 είναι σχεδόν ίσο µε ΕΙ/Ες. 
Όταν λοιπὀν το ε είναι πολύ μικρό τότε 
Γ(α -Γ θ)/Γ(α) εἶναι σχεδόν ίσο µε ({ -- ϱ)/{ 
και επομένως 
ί Γ(α -Γ- ϱ) εἶναι σχεδόν ίσο µε ({ -- ϱ) {(ᾳ). 


μας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ϐ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ο Θεσσαλονίκης 


Εεγππαϊ και εφαπτομένη µίας 
καμπύλης (3) 


Θα βρούμε την κλίση της 
εφαπτομένης στην καμπύλη 
Γ(α) Ξ χγ στο .. Β: (αρ, χό) 


χρΤ6Θ 
Αφού /( .--- .. - 
έπεται ότι 
Γ (1ο τε) 5 (ἱ -- ε)Γ(αο) 
ι και 
-ᾱ ο. ἐχᾷ -- 2ἴχρε -- ἐε2 α: ἰχῦ -- οχῷ 
. Άρα 2ίχρε Ε ἴε 5 χό 


και αν θέσουµε 6 Ξ 0 βρίσκουμε 
ότι 2ΐ Ξ χρ. Άραη ο της 


εφαπτοµένης είναι - πο Ὡ-- Ξ 2χρ. 
πας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρωων Αριστοτέλειο 
μα 


Εεγππαϊ και εφαπτομένη µίας 
καμπύλης (4) 


Ισοδυναμεί η µέθοδοςτου Εθιπιαϊ µετην εὐρεση του ορίου 


η) 19) -Γ(4) 
ΠΕ ΥὪλλΝ 


6-0 


ἱστορία των Μαθηματικών 


τος) δὲ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Η καμπύλη του Βεςςαγίες (1638) 


Ἱ---ᾱ--.-..... 


Η καμπύλη του Ώοςεαγῖες 
(1638) 

και η πρὀκληση 

στον ΕθΓηιαϊ να βρει την 


Γο]ῖμπι οἱἵ Βεσςαγῖθ5 


εφαπτομένη. 
χ -Ε γὸ Ξ 3αχγ 
3αΐ 3αΐ 
. -. 


«νε. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Γλλ . ῃ Π 
Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


"τε τε 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
µἔΛΙίἾἶὔτω .Ἱ ἹἼ{ἦ{ἵἶἦὤὅὤἦὤ,. 


ος (38Γ| Β. Βογοα:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οἰγμίις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Μ. Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
ο. τρῦ--.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αε Εικόνα 1: "Μαγίη πιθιςθηης"'. /ἱοθηςθα πάς Ρωβ[ίο ἀοπιαίη νἱᾶ 
Μ/ἠκιπιθαία (οΠήπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ινἰΚΙ/ΕἰΙ6:ΜαΓίπ πιε(ς6εηπα.]ρρήπιεαί 
ανίθνν6ι/ΕἰΙ6:Ν/αΓίη Πιθ[ς6ΠηΘ.ΙρΡ 


αὲ Εικόνα 2: 'ΕΓαης Ηαίς - ΡογϊΓγαϊ ναη Βοπό ΠΏοαςσαγῖίες' Ὀγ Α/ΠΙοι ΕΓαης 
Ηαίς (15892/1553--1666) - Απατό Ηαΐαία [6.α.] (1997) Ώο 6θ6νν ναη 
Καπιργαπαϊ, Βγυωχοαί[ίας: (Γγόαϊϊ «εοπΊΠπιἹιΠαἱ ας Βθἱρίαιθ, Ι5ΒΝ 2-908388- 
32-4.. [Ιεθηςθα μπας: Ριβ[ίς ἀοπιαίη νία ΛΙκΙπιθαία (οπΊπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οΓρ/ννἰΚΙ/ΕἰΙ6:ΕΓ8ης ἨΗαίς - 
ΡογϊΓεῖ ναη ΠΘΠΖΟΓ326Α9 Βεςεαγίες.Ιρρηπιεαίἰανίενναι/ΕἰΙ6:ΕΓαπς Η 
αἱς - Ρογϊγθϊ ναη ΒΘΠΡ6(Γ376ΑΘ Βοεςςαγίος.]ρϱ 

ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 


---------ᾱ-ᾱ- 


ο Εικόνα 3: 'Βοεαγίος Πἰςςοιμίς 4ο ἰα Μαϊμοας". [ἰοθηςθά μπας Ρωβ[ίς 
αοηιαίη νία ΜΛΙΚἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟης - 
Πηιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰκί/ΕΙΙ6:Ώεςσεαγίες ἰςδεουΓς ἀθ |α 
Μεϊμοας.ἱρρΗπιεαἰανίεννει/ΕίΙ6:Ὀεσεαγίες ΠἰςοομΓς ἄςθ ἰα Μεϊποαθ. 
ἾρΕ 

ᾳὰ Εικόνα 4: “19 αἰορῖίγίαμα”, “Ι65 πιαῖθοΓες”, “1 ροοπιαϊγίθ” 
"αθοπιεϊγγΏεςςαγῖες ΟΥ ΟΓἱρἰπα| µαρ]οαάςσί ννας ἰς6γ:ςαἴοη αἲ [1] - 
ΟΓἱρἰπαΙΙγ ἔγοπι Γινικἰρααἰα; αθςεογἰρῖίοη ρ8β8 ἰς/ιναὰς Π6{6.. [ἰοθης6α 
μπας: Ριωβ/ίς ἀοπιαίη νία ΑΛ Κἰπιθαία («ΟΠΊΠΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰκἰ/ΕἰΙα:σεοπιεϊιγΏεςσαγίες.)ΡαΗπι 
ααἰανίθννει/ΕἰΙα:αδεοπιεϊιγΏεςεαγίες.]Ρ(α 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ας ὐτὐῦ:;ὐϱἛ-. 


αὲ Εικόνα 5: 'Ρἰειτθ 66 Εθγπιαϊ" ΟΥ ΤΗΙίς Εἱ6 ἵς Ιαοἰίηρ αιιζΠΟΓ 
ἱη[ογηιαϊίοηῃ. - Πιϊρ://Ννννν-ρΓοιρς.αςς.σῖ- 
8Πς.ας.μΚ/"Πἰςῖοιγ/ΡἰεϊΏἰςρἰαγ/ΕεΓγηιαῖ.Πϊππ|. ΓΙοθης6α μΠαάεΓ ΡωβΡΙ[ίς 
αοπιαἰηπ νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία (οππιΊοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰΚκἰ/ΕΙΙ6:ΡίεΓγαο «6 ΕεΓπιαῖϊ.ΙρρΗπιεαί 
ανίθννει/ΕἰΙ6:Ρί6γΓο ας ΕεΓπιαῖ.Ιρρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 

Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.2: Μέθοδοι παραγώγισης. ». Έκδοση: 
1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχές του Απειροστικού Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο” ΕΣΠΑ 
τ τ - 2007.2013 () (ο) 
ἐς 88 ρόγραμμα για την αγόπιυὶ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ο ΕΥΡΩΠΑϊΙΚΟ ΙΚΟ Τ. - 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
πο ποτ ο μεκὴ τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.3: Τετραγωνισμός και εµμβαδὀν. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο” ΕΣΠΑ 
τ τ - 2007.2013 () (ο) 
ἐς 88 ρόγραμμα για την αγόπιυὶ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ ᾱ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ο ΕΥΡΩΠΑϊΙΚΟ ΙΚΟ Τ. - 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
πο ποτ ο μεκὴ τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
---σ---ο------ 


ας Σκέφτομαι άρα υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία 
ο Μέθοδοι παραγώγισης. 

ο Τετραγωνισμός και Εμβαδὀν. 

ας Ναννίοη καιτο θεώρηματου δυωνύμου. 

ος Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 

ας |αἱρηίζ, Το σκάνδαλο του Λογισμού: Ναννίοη και | οἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-----. 


ος Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσειτη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των ΒοςεδΓγίθς, ΓθΓπιαϊ έως τη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίΖ. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Τετραγωνισμὀς και εμβαδόν 
(αδιαίρετα «- απειροστά) 


«ος Αρχιμήδης για το εμβαδόν παραβολικού τμήματος 
χρησιμοποίησε τρίγωνα. 


ραφία) 


ν 


1598-1647 1601-1665 1602-1675 
Εικόνα 1 Εικόνα 2 Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


β Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Μέθοδος των «αδιαιρέτων» 
(ανα[Ι6ΓΙ 


-...---μ--ὐᾱ- -...... 


Με τη μέθοδο των «αδιαιρέτων» ο (ανα[ἰεΓὶ είχε οδηγηθεί 
στο παρακάτω γενικὀ συμπέρασμα γιατο παρακάτω εμβαδό 
(έχοντας αποδείξει τον τύπο μέχρι και για ΠΞΘ). 
α αττ1 
χταάχ Ξ 
0 πο 


Οι Εθιπιαϊ και βοβε(να| το απέδειξαν. 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Η απὀδειξη των Εθγπιαϊ-- ΒοΡΘΓΝναΙ 
(ή- Ραςσςα|) (1) 


Η απόδειξη των Εθγπιαϊ:- Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν Ατης 
Ποβε(να( (1- ΡαςςαΙ) 


περιοχής κάτω από την παραβολή γ Ξ- χζ, 


τον άξονα των χ και δοθείσα κάθετη στο 
χρ θα κατασκευάσουµε ορθογώνια όπως 
Φαίνεται στην εικόνα. 
Το |-οστο ορθογώνιο µε βάση χρ/Νκαι 
(χο) Χ χο 
(ΝΟΚ Ν΄ 
Αθροίζοντας τα εµβαδά των ορθογωνίων 
έχουµε συνολικά 
ον ώ., 
(Ν)ΚΛ1 
Αντίστοιχα για τα ορθογώνια µε βάση 


κ 
χρ/Ν και ύψος ((ἱ -- 1)α0/Ν) 
βρίσκουμε το άθροισµα.... 


ύψος (ἰχρ/Ν)Κ έχει εμβαδόν 


(κει ΝΕ) 


ἱστορία των Μαθηματικών 9 
Τµήµα Μαθηματικών 


Η απὀδειξη των ΕΓθγπιαϊ-- ΒοΡΕΓΝαΙ 
(1- Ραςσςα|) (2) 


κΙ 
ὥστω καν) 
( }κ κ-γ1 
.Ἡ ο. μα Γι. 


Άρα το ζητούμενο εμβαδό Α είναι 
ανάµεσα στις ποσότητες 


κτγ1 κγ1 
χ χ 
- ο ώμο 
και 
ολ, . 
στα ο ώ 


᾿ Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Η απὀδειξη των Εθγπιαϊ-- ΒοΡΘΓΝναΙ 
{1- Ραςςα/|) (3) 
Όμως οι Εθγπιαϊ, ΒοΏε/ναἰ γνώριζαν ότι η ἐκφραση 


(1ς ΕΝΑ) 1 
Ὁ πμ η 


οταν το Ν αυξανόταν. 
Έτσι αφού η ποσότητα 
ών, 
Ν 
μπορούσε να γίνει όσο µικρή ήθελαν για κατάλληλονΝ 
Κατέληξαν στο ότι όντως 


Ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


. Φ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Εαγπιαϊ (1) 
----ᾱ- ο... 


Τγ- 


κο (κο οι κο {ᾳ) Χο 


Αριστοτέλειο 


ὴ Πανεπιστήµιο 
΄.. Θεσσαλονίκης 


Για να υπολογίσουµετο εμβαδόν Ατης 
περιοχής κάτω απότην καμπύληγ- κα” Χ, 
τον άξονα των χ και στα δεξιά του χρ θα 
κατασκευάσουµε ορθογώνια όπως 
Φαίνεται στην εικόνα. Η βάση του ἱ-οστου 
ορθογωνίου ορίζεται από (πι/π)! Έχρ και 
(πι/τι)ἶχρ µε τι 3» Ίι. 

Το εμβαδόν Κι του πρὠτου ορθογωνίου 
είναι 


τι 
- ή -κ.- -- --κ--1 

ᾗι Ξ Χρ (5 1) ας (ς 1) κὸ 
Αν Κι εἶναι το εμβαδόν του ἱ-ορθογωνίου 


τότε 
πο (ἱ--Ο(κ--τ 
βιΞ (ϱϱ) Βι 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


49 


Εαγπιαϊ (2) 
--- ου ο πμ} µΓυ-. 


κ, χο (Χο (κο (5) χο 


Αθροίζοντας άπειρα εμβαδά..... 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


τα 


Εαγηιαϊ (3) 


χ πι ασ μα (κ-τ) 
ο αρ 

͵ (. , / / / 

Όταν το πι τείνει στην µονάδα τότε κάθε 

όρος (πι/π)' στον παρονομαστή τείνει 


ὔνς 
. | ω στην µονάδα και ἐτσι 


7 3 “ 1 1 
κ χο (η) χο {) κο {π) χο αμ ἑμωνώωω 
Α κ--1 πο ον 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 14 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεμελιώδες Θεώρηματου 
Λογισμού 


1. Έστω Ε(α) Ξ [ᾷ Ε(θαι. Τότε Ε΄’ (1) -- Γ(α). 


2. Αν ϱ΄(α) -- Ε(α) τότε [; Γ(α)ακ -- σ(9) -- ο(α). 


ανν Ἀριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
[9 {5 4) Π , , 
νο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 

«ελ Θεσσαλονίκης 


Β4ΓΓονν (1630-1677) (ιερέας) 
σσ -ᾱἂἱ-Ἆἱ-ἱ)ι- 


Καθηγητής αρχαίων Ελληνικών 
και Μαθηματικών (1663-1669) 
στο 

πανεπιστήμιο του (απιργίαρςε 
εκλέχτηκε: Εθ[ίονν οἳ Βογα( 
5οεἱαῖγ (1663) 


Υποννόησε αντίστροφη σχέση 
ανάμεσα 

στα προβλήματατων 
εφαπτοµένων 

και αυτά του τετραγωνισμού 
(“Ιδοεἴίοπες σοοπιαϊγἰςαϱ”) 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


16 


ρω Αριστοτέλειο 


]αΠη6ς (Γ86ΡοΟ/υΥ (1638-1675) 
--ᾱ-.] --------.. 


Εικόνα 6 
(παραγνωρισµένοτο έργο του γιατο θεμελιώδες θεώρηματου 
Λογισμού, σειρές ΤαγΙο:Γ (δημοσιεύθηκαν απὀ ΤαγΙοΓ το 1716) και 
άλλα πολλά ...) 

ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(ηγϊὶςῖίαπ Ηγρεης 
ΝεἰϊΠοεγ]απας (1629-1695) 


Εικόνα 7 
Σημαντική Μαθηματική φυσιογνωμία της εποχής. 
Διαμάχη µε τον (4ΓΘΡΟΙΥ. 


«ον. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 

Ώ 8 Ἄμλ . : : 

αμ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ἵ) Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
ο ὐτὐϱῦρ--.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αα Εικόνα 1: '"ΒοπανεηϊιΓα (ανα[ἰεΓῖ". [Ιεθηςθαά μπασθί Ριβίίς αοηιαἰη νία 
ΝΛ/ἠκἰπιθαία (οπππιοης -- Πιϊῖρ://εοπιπιοης.ινἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννκἰ/ΓἰΙ6: 
ΒοπανεηῖμΓα (ανα[ἰεΓΙ.ΙρερΗπιεαάἰανί6ννει/ΕἰΙ6:ΒοπανεηϊμΓα (ανα[ίθγ 
Ίρερ 

σε Εικόνα 2: "ΡίεΓις ἀθ Εεγηιαϊ' ΟΥ Πῖῖρ:///νννν-ργοιρς.αςς.ςί- 
8Π6.ας.Η(Κ/ "Πἰςίοιγ/ΡἰεϊΏἰςρΙγ/ ΕεΓηιαῖϊ.Πἴπι|. [Ιοθηςθ6ά εΠας6ί Ριβ|ίς 
Γοηιαίη νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία («οΟΠΊΠΊΟΗς - 
Πἰίρ://εοΠιπιοης.νΜκπιθαία.οΓρ/ιλκΙ/ΕἰΙ6:Ρίθγγο ἆθ Εθγηπιαϊ.Ιρρήῆ/πιθ 
ἀἰα/ΕἰΙ6:Ρί6γγο ἄθ ΕθΓηιαϊ.]ρς 

σε Εικόνα 3: "αἶ]ας ρθ6(ίςοπηθ ἄθ ΓοβςΓναΙ"' ϱΥ ΤΕΣΤΕΙΙΝ Ηαπγί ἀθῖαίι αι 
ἴαρίθαιι ἄθ ΤΕΣΤΕΙΙΝ Ηαηγί α αρτὸς [Ε ΒΒυΝ (Παγίας. ΓΙεθηςθα μΠαθΓ 


ρω Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
ο. τρ ϱρϱΓ--. 


Ριβίίο ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης -- 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ινκἰ/ΕἰΙ6:(αἰ]ιες ρείςοππς ας ΓοῦσΓναι. 
ρσΗπιεαἰανίεννεΓ/ΕἰΙ6:(αἰ[ες ραίςοηπε ἄθ ΓοΏεΓναι.ἱρς 


«ὲ Εικόνα 4: "Ισαας ΒΓΓΟΝΝ'. [ἰοθηςθά μπας: Ρωβ[ίο αοπιαίη νἰα 
Ν/ΙΚἰπιεαία (οΠΊΠΙοης -Πἳϊρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκί 
/ΕΙς:ἰςαας ΒαΓΓονν.)ρσΗπιεαίἰανίθννεΓ/ΕἰΙ6:ἰσᾶας Β4/Γονν.Ιρ6 


σα Εικόνα 5: ΠΙ{ρ://Ν Νννν- 


ΠἰςζΟοΓν.Πηςς.ς«ἴ8ηα.ας.αΚκ/Βοοκρ8ρες/Β8/ΓΟΝ 78.οίί 


αε Εικόνα 6: "Ίάπιος ἀΓθροιγ' ὈΥγ ΌηΚποννη - ΠΙΙρ://ΝΝνν-σγοιΙρς.αςς.ςῖ- 
8Πς.ας.μΚ/"Πἰςῖοιγ/Ρἰεϊἰςρἰαγ/αΓ6ροΓγ.Πϊπι|. [Ιεθηςθα μπας Ριβ|ίς 
αοπιαἰῃπ νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία (οπήπιΊοης - 
ΠΙίρ://εοΠιπιοης.νΜκἰπιθαία.οΓρ/ννἰκ/ΕἰΙ6:14Ππιςς (αΓ86ΡοΙΥ.ΙρορΗπιθαϊία 


νἰθννδι/Εἰ/6:απηος (αΓθρο/Γν.]ρ6 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ο... μμ υΓ ἱυέ56.6-ϱρ-... 


σὲ Εικόνα 7: "Πηϊσίίααη Ηυγρθεης"'. [ἰεθηςθα μπας: Ρωβἰἰς ἀοπιαίΐη νἰ8 


ΙΙκἰπιθαία (οππιοης - 
Ωἰίρ://εοπππιοης.ννἰκἰπιααἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:(ΠΓἱςϊίᾶαη Ηινρεης.|ρρῄπιθ 


αἰανίενναι/ΕΙΙ6:(Ηγἰςϊϊί88η Ηιωγρεης.ρς 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.3: Τετραγωνισµός και εμβαδόν.». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
-- Ἡ ι ΞΞ ΙΤ ονόπτωξα, 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο -- ΤΑΜΕΙΟ 
ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ε. ϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 


ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχέςτου Απειροστικού Λογισμού 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ο ΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 

ΣΕΞ πρόγραµµα για την αγόπτυξη. 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΙ ἃ. ον ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΙΠΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.4: Ναννίοῃπ. Το θεώρηματου δυωνύμου. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ - 
... ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑ ΔΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 7 Ἑασας (ζο) (8) (9) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΡ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α. ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ τπτ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί - . πο 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὤὅἷἶἷ,ἐὥ,ς 


ὧωε Γεωμετρία. 

«ως Μέθοδοι παραγώγισης. 

ὧωε Τετραγωνισμόὀς και Εμβαδὀν. 

«ως Ναινίοη, Το θεώρηματου δυωνύμου. 
ὧωε Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 
«ωα | αἰρηίζ και το σκάνδαλο του Λογισμού. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


----.-----..... 


« Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσει τη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των ΒοςεδΓγίθς, ΓθΓπιαϊ έως τη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίΖ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νδινίοη (1642-1727) Άγγλος 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ 8] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νδννίοη (1) 
- κ... 


ΡΙαϊο ἰς ΠΙΥ [γίθης -- Αγ5ίοῖϊ]ς ἰ5 ΠΊΥ {ΓΙ6ης -- Ριϊ ΠΙΥ 
ριθαῖοςὶ [γίθπα ἰς ἰγωῖῃ. 


(ημερολόγιο στα Λατινικά, µε τίτλο Ωιαθςίίοηπος Ωµαθααπη 
ΡΠΙοςσορμίσαςθ, 1664) 

ΙΓΙ Πανο «66η ΓωγῖΠ6( [ῖ ἰς οηΙγ ΟΥ «ἰαηαίηρ οη ἴπε 5Ποι[αθ[ς 
οἱ ρἰαηῖϊς. 

(γράμμα στον Ηοοκε ἴο 1676) 


ον ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Νθννίοη (2) 
---- -- 


Κολλέγιο 1661 (Μαθηματικά διαβάσµατα 1661-1664) 
«Στοιχεία» Ευκλείδη 
«ἀθοπιθίΓγἰ8 4 Βθηαϊο Ὠθς (αγῖες» 5δεποοΐθη 
«Οπτική» ΚθρἰαΓ 
έργα του Νἱαϊε 
«Αγζηημιοαιίσα ΙΠΠΠΙζοΓµΠΙ» 1Λ/α[[ἱς 
διαλέξεις του Β4/Γονν 
έργο των (ααιἰ/αί, ΕεΓγηιαϊ, Ηιγρεης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νεανικά χρόνια 
---ὔ-22-----ἃ- 


1665 
Συναρτήσεις ως δυναμοσειρές. 


Ρυθμός μεταβολής μεγεθών ως προς τον χρόνο: Πμχίοη. 


1665-1666 


Θεώρηματου διωνύµου (περιγραφή σεγράµµα 1676, 
δημοσίευση απὀ ΝΝαιἰἰἰς το1θ8β8). 


Απειροστικός λογισμός. 
Νόμος της βαρύτητας. 
Φύση των χρωμάτων. 


(ρω ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Θεώρηματου διωνύµου (1) 


--------ᾱ- --...... 


Θεώρηματου διωνύµου 
(ανακάλυψη: 1665, περιγραφή σε δύο γράµµατατο 1676, 
δημοσίευση απόὀτον ΝαΙΙἰςτο 1685) 


Έστωτεφ. 


ΟΟ 


(1 -- α)ῖ -- ). () τν 


ο ο ος 
π -------... 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Θεώρηματου διωνύµου (2) 
σσ ω --- 


Θεώρηματου Δυωνύμου ἠταν γνωστό όταν Ί εἶναι θετικός 
ακέραιος. 

τἉ ... ν.Ίι τ-1 Τι πο” .. Τ τ-1 πι 
(κ Γγ) 5 κἩ τπτ νΕ{2)α γ΄ Ερο 1αν Ἔγ 


(ία - λα -- }. () τος 


κΞ0 


| 
(κ) τα Ὄ ο κι 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 


5 Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τρίγωνο του Ραςςα[ 


1 9 26 δ4 126 1206 8δ 36 9 1 
1 1) 4 12 20 2 2606 120 4 1 1 


Εικόνα 2 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


τα 


ς. Αριστοτέλειο 


Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Τρίγωνο του ΖΠι 5ηἱ]ἱ6 


Εικόνα 3 


Τρίγωνο του Ζηι 5Η[ἱ6, βάθος 8, 1303. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


14 


Βαΐςθ Ραςςσαἱ (1623-1662) 


Εικόνα 4 Εικόνα 5 


βἰαΐςο Ρᾷςςα υπολογιστική µηχανή του Ρασςα((1642) 


Αριστοτέλειο ί ; 
Ρ ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


πο 


Η γενική περίπτωση 


Έσωτεφ 


(1 .. αχ) -- . () δαν οὐ 


Τ Τ(Υ ο. ( -κ-ᾖ1) 
( . ζει 

Όταν είναι θετικός ακέραιος, τότε το άθροισµα είναι 
πεπερασμένο. 

Διαφορετικά το άθροισμα είναι άπειρο. 


Πότε συγκλίνει αυτή η σειρά» 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ΠαράδειγμαγιαηΞξ - 1 


--μυ-ὐἷ--..... 


ο 


σολ] 

1 κα. 

(ο) ο (σο(-2) ος 21 

4 ο-- 

(ον αάζρον. ο 

3 π 
(ὠτ] 
πεσΞ (1 Ε2) 11-72-22 -- 23 ----- 

ζᾷπηνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
εκ {σ) 7) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Φ ον Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα για ηΞ1/2 
σσ ω ----- 


ο. - 1/2(1/2 - 1)...(1/2 -- κ -- 1) 
κ) ΕΙ 


1 
, (2) ο α/2(1/2--1) .- -ᾱ 
2») 2 ο Φ 8 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Παράδειγμα για ΠΞΊ1/2 συνέχεια 


---α --- 
(1/2) ο 1/2(1/2 -- 1) .. (4/2 -- ΙΕ 1) 


κ 4 
α -αΆή- . (σμλ.- 
κ.Ξ0 
ο ο πο 
-- ρα φαν σχραν -- 
Γι τοτε Ιστορία των Μαθηματικών 
{κ {93 )1) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ος ον Θεσσαλονίκης 


Θεώρηματου διωνύµου (3) 


--------ᾱ- --...... 


Θεώρηματου διωνύµου 
(ανακάλυψη: 1665, περιγραφή σε δύο γράµµατατο 1676, 
δημοσίευση απόὀτον ΝαΙΙἰςτο 1685) 


Έστωτεφ. 


ΟΟ 


(1 -- α)ῖ -- ). () τν 


ο ο ος 
π -------... 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ερωτηματα 
Άπειρη σειρά: Σύγκλιση» 
Γιατί το Δυωνυμικό Θεώρημα θεωρείται τόσο σηµαντικόρ 
Πως ήρθε στον Νεύτωνα η έμπνευση» 


Έδωσε ο Νεύτωνας πλήρη απὀδειξη του Θεωρήματος» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του 1Λ/α/{5] (1) 
----υ-υ-υυΟϱΟυῦϱῦϱοΟϱὨὉυ 


Ο Νας ενδιαφερόταν να βρεί τρὀπο για να υπολογίσει τα 
εµβαδά κάτω από καμπύλεςτης µορφής (1 --τ2)Ά απότοθ0 
έως δοθέντα α, ιδιαίτερα αφού 


1 
/ (1 --ε2)1/2α: -- αά 
0 4 


ΝΙπορούσε να το κάνει για ακἐραιες τιµές του τι, αλλά όχι 
για Κλασματικές. Η έµπνευση του Ναινῖοῃπ ήταν αρχικά να 
υπολογίσει για διάφορες τιµές του Ίι το αντίστοιχο εμβαδόν 
απὀ το 0 μέχρι κάποιον ἀγνωστο κ. 


ον ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του 1Λ/α/{ἱ5] (2) 
ους ο... 


Ας μελετήσουμε τον πίνακα που Ξεκινάμε 
τα στοιχεία του στην ἱ-στη γραµµή στήλη 0. 


μετρώντας µε τη 


και |-στήλη εἶναι ο συντελεστής ϱὁ συντελεστής του χ είναι 1. 


του 


χ2ἵ-1 


αι ἵ-ι 0 
σν 2ἱ--1 ] 


όπως εµφανίζεται στο 
ολοκλήρωμα 


ώ . 
/ (1 -- ε7)αι 0 
0 


ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὴ 


Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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πως Αριστοτέλειο 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του 1Λ/α/{5} (3) 
----υ-υ-υυϱΟυῦΟῦϱοΟϱὨὉ. 


Ο συντελεστής του --χ3/3 όταν { Ξ- π είναι Π. 

Για την τρίτη γραµµή, δηλαδή για τον συντελεστή του Χ3/5 οι 
συντελεστές είναι 01 36... 

Ο Ναινίοπ κατάλαβε ότιοι1 3610... είναι τριγωνικοί αριθμοί 
(δηλ. οι αριθμοί οι οποίοι προκύπτουν απὀ πεπερασμένα 


αθροίσµατα 1 -- 2 -Γ'.: -ἵ | και υπέθεσε ότι στο ολοκλήρωμα 
ως 


Δείτε ότιοι συντελεστέςτου χ, --χὖ /3,Χ2/5, στη στήλη ᾖ, 
προκύπτουν αν αντικαταστήσουµε / στα εξής πολυώνυµα 
11, 1/2(” --π): Οιβαθµοίτων πολυωνύµων είναι 
αντίστοιχα 0,1 και 2. 


του ρα --ἐ2)πάϊΐ ο συντελεστής του χ»/5 είναι 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 
ανα ν 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του Λα[[ἱς]- (4) 


Για την 41 γραµµή (δηλαδή στη γραµµή των συντελεστών του 
-χ;/7 καιπου αρχίζει µε 3 μηδενικά) ο Νεννῖοη υπέθεσε ότι 
τα στοιχεία καθορίζονται απὀ ένα πολυῶνυμο 3οὺ βαθμού που 
έχει ρίζες στο 0,1,2. Το πολυώνυμο θα έχειτη µορφή 
στ(π -- 1)(π -- 2),ασταθερα. 
Αφού η τιµή στην τρίτη στήλη εἶναι 1, µεΊι Ξ 3 προκύπτει 
1569806 -Ώ-δεεςς 

Έτσι ο Ναννῖοη υπέθεσε ότι ο συντελεστήςτου --χ΄’ /7 στο 
[μέ --ἐ2)παι είναι 
π(π -1)(ι-2) απ(π-- 1λίπ -- 2) πἩ 

6 π 3] π (3) 

Ιστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του Λα[/ἱς]- (5) 
--υ-υ-υ--υ--ι 


Συνέχισε και για κάθε πι και για κάθε θετικὀ ακέραιο {ζ υπέθεσε 
/ / χ / / 
ότι στον τετραγωνισµό | (1 -- τε”) Ίάί εμφανίζεται ο όρος 


χ2ΚΤ1 

ο 41 
ίσο 2Κ 1 
π(τι--1)...(π--κ--1) 


, {Ίι 
με συντελεστή (ϱ .. - 


Γενίκευσε τα παραπάνω και για την περίπτωση που οι δεν 


είναι ακέραιος. Δηλαδή υπέθεσε τι για κάθε δύναμη πι ισχύει 
7 


χ 8 5 
[α-ὠα-κ ως 25- 


͵ πλ π(ίπ--1)..(αι--κ--1) 
οπου . ---- ΕΤ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του ΛαΙ[ἱς]- (6) 
--υ-υ---υ. 


Ειδικότερα συμπέρανε ὀτιγια1Ξ5 1/2 
Ξ 1χὸ 1 11 
ο Το τα ----- | 
/ ) 23 95 167 
Στη συνέχεια παρατήρησε ὁτι αν κάποιος ξεκινήσει µε την σειρά 


1 1 1 
ἡ ο μμ... 


8 16 
Τετραγωνίσει (ολοκληρώσει) κάθε όρο και αθροίσει, καταλήγει 
στη σειρά που βρήκε ξεκινώντας απὀ το ολοκλήρωμα 

[ία -- 21/49. 


1 1 1 
Συμπέρανε ότι (1 -τ2)2-τ- ου π. -- πα --.. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του Λα[/ἱς]- (7) 
-- υ---υ. 


Για να βεβαιωθεί ο Ναιννίοη πολλαπλασίασε 


αν τ, 1 αν αν 1 
Ἱ νε ντ αες- 4  ν-ό. ... τα ια 4  ν-ό. .. 
ο ϱ το ἥ ο ϐ το 


και βρήκε ὁτι όντως 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σχόλιο για την έµπνευση: 
(το έργο του Λα[[ἱς]- (8) 
-- υ-υ--υ-υ--ι. 


1 1 1 
1 --κ2)1/2 1 ---χκὁ -- κ. -----κ 
) 2 8 16 
Αποτελούν τα παραπάνω απὀδειξη ότι η σειρά που δόθηκε 
για τη συνάρτηση 


6 


(4 -- κ. 
είναι σωστή» 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Δυωνυμικό Θεώρημα 
σσ ω ------ 


Έσωτεθ,ικεζί 


(κ η. γ)" - ). () ο ο. 
ὤὢ . Τ( -- το ----1) 


Παρατηρείστε τη σχέση ανάµεσα στις σειρές και τον 
υπολογισμό ολοκληρωμάτων! 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εφαρµογή του Δυωνυμικού 
Θεωρήματος (Ναννίοη) 
--υ---υ. 


Προσέγγιση ριζὠν 


ο 162 1458 9245665 4723992 
’ 2.64576 


.. 1 1 5 7 
το ασπρο 


(6 πο ὃ ἱστορία των Μαθηματικών 
νο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Απειροσειρές (και άπειρο) 


....---μυ-ὐ-)-...... 


«αε Απειροσειρές (και ἀπειρο) 


». συνέβαλλαν στην ανάπτυξη του απειροστικού λογισμού. 


ο. υπακούνετους ίδιους γενικούς κανόνες όπως τα 
πεπερασμένα αθροίσµατα. 


». θεωρούνται εναλλακτικές µορφέςτων συναρτήσεων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


π 
ον 
Αλ ο ὴ 
αν 
ΤΗ 


06 αΠα[γςΙ ρ6: αθαιαϊίοηθς ΠΙΠΙΘΓΟ 
ἴθγηπίπογιμπῃ ηΤιηίίας 


(Νοαννίοη: 1669, δημοσιεύθηκετο 1711) 

Περιεχόμενα 
ο Απειροσειρές. 
ο Πρώτη περιγραφή του απειροστικού λογισμού. 
Οι βασικέἑς ιδέες του λογισμού του Ναννίοη έχουν να κάνουν µε 
κίνηση. 
Θεωρεί ότι οι ποσότητες-μεταβλητές μεταβάλλονται ὠςπροςτον 
χρὀνο. Το Πιωχίοη µίας μεταβλητής χ εἶναι ο στιγµιαίος ρυθµός 
μεταβολής του χ και συμβολίζεται µε ῥ. 
Σε πολύ μικρό χρονικό διάστηµα ο, το χ μεταβάλλεται κατά οϱ. 
Αντίστοιχα αν το Πιχίοη του γ είναι ᾳ τόὀτετο Υ μεταβάλλεται κατά 
οᾳ. 
Η κλίση της καμπύλης {(α, γ) -- 0, (δηλ. η κλίση της εφαπτοµένης της 
καμπύλης) εἰναι ίση µε οσ/οΡ Ξα/ρ. 
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Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 


Εικόνα 6 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


34 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
σσ ο-9227------ 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
αμ... μυ 46 6 6. -.-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ως Εικόνα 1: "ἀοάΐγογκποε[Ι6γ-ΙςααςΝοαννίοη-1689" ΟΥ 5ἰἱΓ (οαά/Γ6ογ ΚηπειΙ6ι 
-ΠΙτρ://Νννν.Πεννίοη.«αΠ1.8ς.µΚ/αΓΙ/ρογίγαἰτ.Πϊιπλ|. ΓΙοθης6α μάς 
Ρωβ/ίς ἀοπιαίη νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΠΊπιοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.ινἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰκι/ΕΙΙ6:σοαΐγεγκπε[ΙεΓ- 
ΙςαβεΝεννῖοη-1689.ἱρσΗπιεαἰανίδννει/ΕἰΙ6:σοα/[γεγκπε[|ε(- 
ΙδααςΝαννῖοη-1659.ἱρΡ 


«ωε Εικόνα 2: 'ραςσεα( ἴγίβηρία"' Ὀγ ΚαζιΚίοκωπιµΓα ({8ἱί) - 6γδαϊῖθςαά ὈΥ 
ΚαζικίοκωπιμΓα (ἴα[Κ).. [Ιεθηςθα εΠαάς: (Γθαῖΐνθ (οπΊπΊοης 
Αἰϊπιουϊίοη-»ηαΓθ Αἱίκε 3.0-2.5-2.0-1.0 νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ννκἰ/ΕἰΙ6:Ραςσσα ἴΓίαηρις.«νρΗπιααἰανἰ 
θννει/ΕἰΙ6:Ραςσα| ἴΓίβηρι6.ςνρ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
ας ϱ--... 


«ὰ Εικόνα 3: "Ὕαηρλιϊ ἴΓίαηρίς" ΌΥ Υάπρ Ημ! (118), σα. 1238--12998) - [1]. 
ΙΙοθηςθα παει Ριβίς ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπήπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ινἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰΚΙ/ΕΙΙ6:ΥαπρηΏιιἱ ἴγίαπρια.ρἱ[Ηπιεαἰα 
νίενναι/ΕἰΙ6α:ΥαηρηΏιἱ ἴγίαηρ[ς.ρἰ[ 

«ας Εικόνα 4: "Β]αΐςσθ ρᾶςςαΙ’. [ἱοθηςθα μπας: Ριβ[ίο ἀοηιαίη νία 
Ν/ἠκιπιθαία (οΠήπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.ογρ/ιΝἰΚΙ/ΕἰΙΙ6:Βἰαϊςα ραςςαι|.]ρρήηπιεαίανίθ 
/6Γ/ΕἰΙ6:Βἰαΐσα ραςςαδ|.Ιρρ 

«ως Εικόνα 5: ''Αγὶς οἳ Μεϊίεις Ραςεα[ἰηθ αςς03869" ὈΥ Βἰαΐςσα Ραςςαι. 
ΙΙοθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ (οππιοης Αἴϊγιοιίίοη-5μα[θ Ακ 3.0 νία 
ΝΛ/ἠκἰπιθαία (οπιπιοης - ΠΙΐρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιθαἰα.οΓρ/νν]κἰ/Εἰ6: 
Αγὶς αἳ Μεϊϊεις Ραςεα[ἰπς αςε03869.Ιρρηπιεαϊανίεννει/ΕἰΙ6:Αγῖς αἳ 
Μαϊίθις Ραςεα[ἰπς αἄςεὈὂ3δ8θ9θ.]ρρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ο. τρϱὐΓ--... 


«ωε Εικόνα 6: Ναννίοη 25" ΟΥ /αη1ες Τπογπ[ή| - ΤΓαηςίθγιγθαά {Γοιη 
ΘΠ.Μκἰρεαία ἵο (οΠήπιοης ὈΥ ἰς6γ:5Πἱζῃ8ο μςσίπρ (οπιπιοηςµθἰρει.. 
ίοθηςθα µΠαεΓ Ρµβ/ίο ἀοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιααἰα.οις/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Νδννίοη 25.ἱρρΗπιεαίανίθνν 
6ι/ΕίΙ6:Νεννίοη 25.ἱρΡ 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.4: Ναννῖοπ. Το θεώρημα του 
δυωνύµου». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


πας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχέςτου Απειροστικού Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΚΠΑΙΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ Ξ ΕΣ ΠΑ 
ο. Εα ο οἵθ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ -Ἱ. -- ΒΥ 


9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


- Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.5: Το Θεμελιώδες Θεώρηματου 
Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΛΙΜΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣ ΠΑ 
σσ 00 (13 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ δ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ σττίοςἁσστκοσος -- ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο - . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«927 -------- 


ο Σκέφτομαι ἀρα υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία. 
ο Μέθοδοι παραγώγισης. 

ο Τετραγωνισμός και Εμβαδὀν. 

ας Ναννίοη καιτο θεώρηματου δυωνύμου. 

ος Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 

ος |6αἰρηίΖζ, Το σκάνδαλο του Λογισμού: Ναννίοη και | αἰρηί7. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-ᾱ--ᾱ--........ 


ας Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσειτη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των Βεςεαγίες, Εθ[πιαϊ έωςτη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίΖ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεμελιώδες Θεώρηματου 
Λογισμού (1) 


1. Έστω Ε(α) Ξ [ᾷ Ε(θαι. Τότε Ε΄’ (1) -- Γ(α). 


2. Αν ϱ΄(α) -- Ε(α) τότε [; Γ(α)ακ -- σ(9) -- ο(α). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Νδινίοη (1642-1727) Άγγλος 
-------ν- --- 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ 8] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ἀδινῖοη 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


06 αΠα[γςΙ ρ6/ αθοιαϊίοπθς ΠΙΙΠΠΘΓΟ 
ἴθγηπιπογμπῃ ἱηΠηίζας 


οα(Ναιννίοη: 1669, δημοσιεύθηκετο 11711) 

Περιεχόμενα 
. Απειροσειρές. 
. Πρώτη περιγραφή του απειροστικού λογισμού. 
Οι βασικέἑς ιδέες του λογισμού του Ναννίοη έχουν να κάνουν µε 
κίνηση. 
Θεωρεί ότι οι ποσότητες-μεταβλητές μεταβάλλονται ὠςπροςτον 
χρὀνο. Το Πιωχίοη µίας μεταβλητής χ εἶναι ο στιγµιαίος ρυθµός 
μεταβολής του χ και συμβολίζεται µε ῥ. 
Σε πολύ μικρό χρονικό διάστηµα ο, το χ μεταβάλλεται κατά οϱ. 
Αντίστοιχα αν το Πιχίοη του γ είναι ᾳ τόὀτετο Υ μεταβάλλεται κατά 
οᾳ. 
Η κλίση της καμπύλης {(α, γ) -- 0, (δηλ. η κλίση της εφαπτοµένης της 
καμπύλης) εἰναι ίση µε οσ/οΡ Ξα/ρ. 


Αριστοτέλειο 


/ ώς Ν ἱστορία των Μαθηματικών 10 
Ἡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα 


----ο --ἵ--ἵ- 
αἲ Κλίση της καμπύλης γὁ Ξ χζ. 
( - οᾳ)” -- (α Ε ορ)” 5 
Υ” - 3’ (οᾳ) Ε 3γ(οφ)” (ο) -- χ” - 2χ(ορ)  (ορ)” 9 
γὁ -- 3γ2οα -- 3γο2ᾳ” -Γ οὖᾳ Ξ χ” -Γ 2χορ -- ο2ρ5 5 
3γ2οᾳ -- 3γο-ᾳ” -- οὖᾳ” Ξ 2χορ -- ορ 5 
3γ2ᾳ -- Ἄγοα” -Γ ο” ϱ” Ξ 2χ}Ρ -Ε ορ” 5 


Ιδέα του ορίου 
3γ- 2χρ 5 «.|όταν ο χρόνοςο 
τείνει στο μηδέν. 


ᾳ 2χ 2χ 2 


ρ 32 30322” 3 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


χ1/3 


ων Αριστοτέλειο 
]. Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Ναιννίοη και τετραγωνισμοί(: 
θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού 


-----.-ᾱυ-ὐᾱ-) 


Ο Ναινίοηπ θεωρούσε ότι η 
καμπύλη ΑΕΓΏ παράγεται απὀτις 
κινήσεις των χ και γ. 


-- Έτσι το εμβαδόν ΑΕΡΒ 
μα παράγεται απὀ την κίνηση της 
ο Μα κάθετης ΡΒ. 


Εποµένωςτο Πμχίοη του ΑΕΡΒ 
(δηλ. ο στιγµιαίος ρυθμός 
μεταβολής του ΑΕΡΡΒ) είναι ίσος 
µετο ΡΒ επί το Πιχίοη του χ. 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 12 


Τγαςσίαϊμς ἆθ πιθῖηοσίἰς «ΘΓΙΘΓΙΙΠΙ οἳ 
Πυχίοπιη 


..--μ--ὐὗὐ-)-....... 


“θα παραστήσουµετα Πιχίοης µε µία τελεία πάνω απότο 
γράμμα. Έτσι αν Ζ είναι το ζητούμενο εμβαδόν τότε Ζ εἶναι 


το Πιχίοη Ζ ενώ ἁ είναι το Πωχίοη του χ. Ισχύει λοιπόν ὁτι 
2 


27 γχ5 τ Ξγ 
(Μετάφραση: αν Α(Χ) είναι το εμβαδόν κάτω απὀ την 
καμπύλη Υ - {(α) απὀτοχκ - 0 έωςτο χτὀτε ἆΑ/ακχ -- 
/ω’ 
Αδηµοσίευτη µελέτη: Τγασϊαϊιως ἆθ πιεϊηοαἰς «θΓίΘΓΙΙΠΙ αἳ 
Πιχίοπιπι (1671) 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Θεμελιώδες Θεώρηματου 
Λογισμού (2) 


1. Έστω Ε(α) Ξ [ᾷ Ε(θαι. Τότε Ε΄’ (1) -- Γ(α). 


2. Αν ϱ΄(α) -- Ε(α) τότε [; Γ(α)ακ -- σ(9) -- ο(α). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Πίνακες µε ολοκληρώματα 


---.-.-.--ᾱ- -...... 


ος Ο Ναινίοπ έδωσε πίνακες µε ολοκληρώματα: 


Για παράδειγµα οι πίνακες περιείχαν τα παρακάτω 
ολοκληρώματατων Υ: 


αι ' (α/ πβ]κ" 
γ - -------------- Ζ - 
. (8 -- οκπ}2 ὁ -- οχκἩ 
2α 


γςακ Ἱψὲ -- οχἩ -- (8 --- ον") 


γα 


3µς 
-------- 3 2 / Ι 
2α 2 
γ Ξξ αχ 1/8 -- οκ σΞ --- ( . τν) (6 -- οκ γλ/2 
η 5 
2α 


ολ Ἶδς 
2Η”--ἱ 28 1 
αλ ο 6 
γ Ξ ΣΞ --- [-------ἕ- αχ αν -- οκ" 
. 8 -- οχ" Πο ( ας 3 ) ν 


Επίσης περιέγραψε διάφορες τεχνικές για τον υπολογισμό 
των ολοκληρωμάτων. 


{ου Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


15 


Νθννίοηπ΄ς ΡΓΙΠείρία 


ππτςς--.... 
5 ΡΕΡΥΣ, ΚφδοΡΒΛΡΕΣ 
ο κα 


ΕΟΝΡΙΝΙ - 


}αΠι δοεαής Κερίε 4ο ΤΥρίς ορ διγεαΙε. Ῥιοβατ. μ 
τι Βἰδ]οροίαε, μιο ΜΩΟΧΧΧΝΗ. 


Εικόνα 3 


1687 Η ΡΓιποαὶρία παρουσιάζει τις βάσεις της Φυσικής και της αστρονομίας στη 
γλὠσσα της γεωμετρίας. 


ο μίας ιο ἱστορία των Μαθηματικών 
]. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Ργ]ηοῖρία (1) 
------- --...... 


Αν και το βιβλίο Ργἰπεὶρία δεν είναι κατά κυριότητα ένα βιβλίο 

για μαθηματικά, (περισσότερο ένα βιβλίο εφαρµογής 

μαθηματικών), σε αυτό συναντάµε: 

.  Ορισµό ορίου µίας συνάρτησης (προσπάθεια). 

. Αναφορέςσε δυναµοσειρές. 

.». Αλγόριθµους απειροστικού λογισμού (παράγωγο γινομένου 
συναρτήσεων, δύναμης και αντιστρόφου, κλπ). 

.. Θεωρήµατα για κωνικές τοµές (γεωμετρία). 

Η πρὠτη δημοσιευμένη εργασία του Ναινίοη για τον λογισμό 

ὀπου περιγράφει αναλυτικά το θεμελιώδες θεώρημα ήταν 


στη Ὀ6 Ωι8αΓαἴιμΓα (µΓναΓΗΠΙ, (1704), παράρτημα στο ΟΡῖϊείκς. 


κ ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Ργἰηοῖρία (2) 
--....--ᾱ---...... 


Η ΡΓϊποαὶρἰα περιλαμβάνει τους νόµους κίνησης και την 
μαθηματική απὀδειξη του Νόμου της Βαρύτητας: δύο 
σώματα ἕλκουν το ενα το ἀἆλλο µε δύναμη που εξαρτάται 
απὀ το αντίστροφο του τετραγώνου της μεταξύ τους 
απὀστασης 


καθώς και πολλά ἀλλα...(Νευτώνεια άποψη γιατο σύμπαν...) 
ΕπιιΠιθΓαἴἰο Ιἱπθαγιμπη ἴθγτιί ογαἰπίς (1704) (δεύτερο 
μαθηματικό παράρτηµα στο ΟΡἵϊεκς) 

[...µέθοδο του Νθινίοη για την εύρεση προσεγγιστικά µίας 
λύσης εξισώσεων) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


18 


Διαμάχη για την πατρότητα του 
λογισμού 


Σημαντική η διαμάχη για την 
πατρότητα του λογισμού (απὀ το 
1695 και για πολλά χρόνια 
αργότερα) που περιλάμβανε 
κατηγορίες εναντίον του Ι αἰρηίζ 
για λογοκλοπή. 

(Θλιβερό αποτέλεσμα): 
αποξένωση των Βρετανων 
μαθηματικών απότους 
Ευρωπαίους μαθηματικούς κατά 
τη διάρκεια του 180ὺύ αιώνα. 


Εικόνα 4 


βαν ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 19 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
}. Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


20 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
Ἴίὁ. ..Ἱ ἹἼἦἼ{Ἴ{ἦἥἵἥἼ.Ἴ{Ἱ{ῄῴἹ 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αἁ Εικόνα 1: '"ἀοάΐγογικπε[|6γ-ΙςααςΝοεννίῖοη-1689" ΟΥ 5ἰἱΓ (οαά/Γ6ογ ΚπειΙ6ι 
-Πιῖρ://ΝΝνν.Πεννίοη.«αΠ1.8ς.µΚ/αΓΙ/ρογίγαἰτ.Πϊιπλ|. ΓΙοεης6α μάς 
Ρωβ[ίο ἀοπιαίη νία ΝΛΙΚἰπιθαία («οΠΊΠΊοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.ινἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰκι/ΕΙΙ6:σοαΐγεγκπε[ΙεΓ- 
ΙςαβεΝεννῖοη-1689.ἱρσΗπιεαἰανίδννει/ΕἰΙ6:σοα/[γεγκπε[|ε(- 
ΙδααςΝαννῖοη-1659.ἱρΡ 


σὲ Εικόνα 2: "Ναννίοη 25" Ὀγ /8η1θ6ς Τπογηβ([! - Τγαηςίθγγθα ἴγοιπη 
ΘΠ.ΙΝκἰρεαία ἵο (οΠήπιοης ὈΥ ἰς6γ:5Πἱζη8ο μςσίπρ (οπιπιοηςΗθἰρει.. 
Ιίοθηςθα μΠαεΓ Ρµβ/ίο ἀοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Νδννίοη 25.ἱρρΗπιεαίανίθνν 
6ι/ΕίΙ6:Νεννίοη 25.ἱρΡ 

Ιστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 


---------υ-υ--ᾱ-. 


σὲ Εικόνα 3: 'Ναινίοηςργϊπεϊρία". [Ιεθηςθα μπας (6 ΒΥ-5Α 2.Ονία 
Μ/ΠκΙπιθαία (οπιπιοης - 
η ῖρς://εοπΊπΊοης.ννκἰπιααία.οΓρς/νν]κἰ/ΕΙα:ΝαννίοηςΡργἰπεἰρἰα.ΙρϱΗ/ Ππιθαἰα 
Εἰ6:Νοαννίοηςργἰπεἰρἰα.Ιϱς 

ο Εικόνα 4: 'Νοιννίοη 25" ΟΥ /αη1ε6ς ΤποΓηΠΙ - ΤγαπςίθγΓθά ΤΓοιι 
θη.Νκἰρθαία ἵο (οΠΊπιοης ΟΥ ὑς56γ:5ηἱζῃαο μςίηρ (οΠΙΠΙοηςΗΘΙΡ6Γ.. 
ΙΙοθηςθα μηΠαςι ΡιβΟ[ίς ἀοηιαίη νία ΙΛΙκπιθαία (οπήΊπΊοης - 
ΩΙΙρ://εοπηπιοης.ννκἰπιααία.οΓρ/νν[κἰ/ΕΓΙΙθ:Ναννίοη 25.ἱρσΗπιααίανίθννθι/Γ 


ᾖςα:Ναεννίοη 25.ἱρρ 
αἁ Εικόνα 5: "ἄοϊϊ[γίοα ΝΝ/ΙΙΠεΙπι νοη Ι οἰσηίζ' Ὀγ (Πγἰςίορη Βαεγη/ΠαΓα 


ΕΓαηςΚ6 - /6ογοννη/ρΠἰιοςορῄῃε(ς/|6εἰριίζ/ΒγιαηΠἰςᾶΡαρες/ 

| οἰρηίζ/Ι οἰρηίζ(αϊ[.ΠΙπι|. [ἰεθηςθα μπας: ΡιΙΐς αοπιαίηπ νία ΛΙΚἰπιθαία 
(«οπΠΊπιοης - ΠΙῖρ://εοπιπΊοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/νκἰ/Γἰ6: 

(οἴτ[γίθα ΛΙΙΠαεἰπι νοη | αἰρηίζ.ΙρσΗπιεαίανίεννει/ΕίΙα:αοἴτ[τίθα ΑΜΙΙΠ6Ι 
ΠΙ νοη ΙαἰρηίΖ.]ρρ 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
]. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.5: Το Θεμελιώδες Θεώρηματου 
Λογισμού». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


πας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6: Οι αρχές του Απειροστικού Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΛΙΜΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ Ξ ΕΣ ΠΑ 
Ες κοῖθ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ δ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ------- -- ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο - . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 6.6: | οἰρηίζ και το σκάνδαλο του Λογισμού. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


ΕΚΠΑΙΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ Ξ ΕΣ ΠΑ 
ο. Εα ο οἵθ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ -Ἱ. -- ΒΥ 


9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


- Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἔἼἾοίο”Ἶ}ἹἧὙὉ. ἹἹ ἹἼ{ἦ{ἦ{ἦὤ,.ὅἷ,ἷἶη 


ας Σκέφτομαι άρα υπάρχω...Αναλυτική Γεωμετρία 
ο Μέθοδοι παραγώγισης. 

ο Τετραγωνισμός και Εμβαδὀν. 

ας Ναννίοη καιτο θεώρηματου δυωνύμου. 

ος Το θεμελιώδες θεώρημα του Λογισμού. 

ος |6αἰρηίΖζ, Το σκάνδαλο του Λογισμού: Ναννίοη και | αἰρηίζ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


-ᾱ--ᾱ--........ 


ας Η ενότητα αυτή επιχειρεί να εξιστορήσειτη γέννηση του 
απειροστικού Λογισμού, απὀτις μεθόδους παραγώγισης 
και τετραγωνισμού των Βεςεαγίες, Εθ[πιαϊ έωςτη 
διατύπωση του θεμελιώδους Θεωρήματος και το έργο 
των Ναννίοη και | οἰρηίΖ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


| οἰοηίΖ (1646-1716) 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η) |). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Υπολογιστικἠ μηχανή του | οἰοηίζ 
(1673) 


Εικόνα 2 


Βασικός στόχος του Ι αἰρπίζ ήταν η δηµιουργία ενόὸς συστήµατος 
συμβολισμών και ορολογίας που θα κωδικοποιούσε και θα 
απλοποιούσε τα βασικά στοιχεία της λογικής σκέψης. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


τη 9) 14) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Παρίσι (1672) 


Ο Ηιγρεης του ζήτησενα 
υπολογίσειτο άθροισμα 


»” 2 .Ἓ... 
π-1π(πι--1) 2 6 12 


-- Εικόνα 3 
- Μπ ο. Ηιγρεης 
ως 3 Τ 6 Τ (1629-1695) 
2 1 1 
τσ σπ 2 το ττ) ο, | 
π(πι -- 1) η πτ1Ι «- Οι όροι αυτής της σειράς 
ο 2 - είναι οι αντίστροφοι των 
Σα π(π-- 1) - τριγωνικώὠν αριθμών 


τοι νο Όνοα ὃν. | . 
στ 2 . α΄ 4 Ξ- «- Λύση του | οἰοηίζ 


ἱστορία των Μαθηματικών 9 


ας ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7 Θεσσαλονίκης 


Τρίγωνο του Ραςςα[| και Το αρμονικό 


τρίγωνοτου | αἰρηίζ. 
ο. .ἹἼ{ἄ.Ἴ.. 


Το αρμονικό τρίγωνο του | αἰρηί7. 


Τρίγωνο του Ραςςα[ | 
κ. Πως συνδεονται τα δὐο τρίγωνα» 


᾿ αι 
1 1 Ι ͵ ας 
21 υπ Φά μάς 
Ἱ 8η ο ας πα, Ἡ 
1464 1 αν απ πα 3 
' ' α σα α ! ! 
156 1010 56 1 ποσο 8. Ἔ. 
1616201566 1 ο ΄ π ἡ, - 


5 ο 1 11 109 


κ 
τῷ 
! 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Σηµασία ενὀὸς καλού συμβολισμού 
(! οἰρηίζ) 
ἐἼσοἾἶὅ-ὁ. ἹἼἦ{ἦ{ἵἦὤὅ,ἶ,.,ὓ 


Τύπος για την παράγωγοτης σύνθεσης συναρτήσεων: 
Π(α) Ξ- Γ(ᾳ(α)) τότε (α) Ξ- Ε’(σ(α))α(α) 

Με τον συμβολισμό των διαφορικών του Ια6ἰρηἰζ ο κανόνας 

προκύπτει µε Φυσικὀ τρόπο. Έστω ια - ο(κ)καιγ - {(α). 

Τότε ο παραπάνω τύπος αντιστοιχεί στη σχέση 


Ο τύπος τώρα είναι αναμενόµενος. 

Επίσης γραμμένος έτσι ενέχει υπόδειξη για την απὀδειξή 
του. 

ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


| οἱρηίζ 
«27 --------- 


ος Ο Ιαἰρηίζ στις εργασίες του δίνει τύπους γιατα 
διαφορικά γινοµένων, δυνάμεων, ριζὠν και γεωμετρικές 
εφαρμογές. 

ος Τονίζει την αντίστροφη σχέση ανάµεσα στην παραγώγιση 
και την ολοκλήρωση στο θεμελιώδες θεώρηµατου 
απειροστικού λογισμού. 


ο Η αληθοφάνεια της µεθόδου του Ιαἰρηίζ και η 
αποτελεσματικότητα του διαφορικού συμβολισμού 
έκαναν πιο εὐκολα αποδεκτά τα διαφορικά του | οἰρῃίζ 
απὀ τα Πωχίοηςτου Ναννίοη. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Υπογραφή | αἰρηίζ 
σσ ω --- 


Εικόνα 4 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


τα 


Ο Διαφορικός Λογισμόςτου | αἰρηίζ 
Αεΐα ΕγισαίίογµΠ (1688) 
µἔἼΙΛΙΊἾἶὁο.  Ἱ ἹἼ{ἵ{ἦὤὅἶἷἶὤἦὤὉη 


Διαφορικό τρίγωνο του Όμοια τρίγωνα: 
| οἰοηίζ γαγ -- νάχ 


[αν - | νὰ 


Παρατήρηση: το εμβαδό [ γάΥ είναι 
γνωστό (ως προς γ). 

Εάν θέλουμε λοιπόν να βρούμετο 
εμβαδό [ νάκ θα πρέπει να βρούμε 


--ᾱ--εἡντρικάηηνελωκε µία καμπύλη Υ Ξ {(ὰ4) ἐτσι ώστε 
ν -- γαγ/άχ: 


Δηλαδή για να λυθεί ένα πρόβλημα 
τετραγωνισμού, θα πρέπει να 
λύσουμε ένα πρόβλημα παραγώγισης! 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 14 
5) 4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


λα ΄ . 
7. Θεσσαλονίκης 


Παράδειγμα (1/2) 
ο. ἹἼἦ{ἦἵἦὅ,ἶ,.ἐ, 


Θα υπολογίσουµετο εμβαδό 


α 
/ χταχ 
0 


χρησιμοποιώντας τη µέθοδοτου | οἰρηίζ. 

Θέλουμε να βρούμµετην καμπύλη Υ -- {(α) (αν υπάρχει) 
που περνά απὀ την αρχή των αξόνων έτσι ὠστεν Ξ χ”. 
Παρατηρείτε ότιτο ν προκύπτει απὀ τη σχέση 


ἄγ 
ων πε 


και ότι 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Παράδειγμα (2/2) 


σπορ -ἵἵ-- 
[να .- [10α . [ναν -- ον]. . πο 


Έστω Υ -- {(α) Ξ ἢχΚΧ για κάποια σταθερά Ρ και κάποια 


δύναμη κ. 

Τότεν -- Υπ Ξ- θαΧ(ΡὰΝ1) -- ϱ2ά2Ν71. 

Αφούν χΊΏ ἐπεταιότι2]ε--1-τπι,βρ'ι-- Ίκαι 
1 1 1/2 

κ--- 1λδξιι- 1 | 

Ὀ (πι - 1) ς (πι -Ε ) 

Γ α - 1 ῃ 2 - αἲτ1 

Άρα [; χ ἄκ -- 5 (θα } Ξ ο 


πο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο 
΄.. Θεσσαλονίκης 


Α) 


Ἑ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σύγκριση 
-Ὁ ο... 


Σύγκριση των δύο Λογισμών: 
». του Ναννίοη 


» του |αοαἱρηίζ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
Ἴίὁ. ..Ἱ ἹἼἦἼ{Ἴ{ἦἥἵἥἼ.Ἴ{Ἱ{ῄῴἹ 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ--. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αὲ Εικόνα 1: '"αοϊϊ[γῖοα ΝΝΙΙΠαδἰπι νοη | οἰθηίζ' ὈΥ (Πηϊςσίορη Β6ΓπῄαΓα 
ΕΓαηςΚΘ - /6οΓοννπ/ρΠἰιοςορῄῃεις/Ιεἰρπίζ/ΒΓγαπηίσἈΡραρες/ 
| οἰρηίζ/1 αἰρηίζ(αἶ[.Πίπι|. [ἱοθιςθα εΠασθι Ριβ[ίς αοπιαἰη νία Λ/ΙΚἰπιααία 
(οπΊπιοης - ΠΙϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/νλκἰ/ΕἰΙ6: 
(οἴτ[γίθα ΙΛΙΠθίπι νο | αἰρηπίζ.ΙρρΗπιεαἰανί6ννα6ι/ΕἰΙα:(αοϊϊι[γίθα ΝΜΙΙ 
Πθίπι νο Ιαἰρηίζ.Ιρρ 

αε Εικόνα 2: "Ι οἰρηίιζγοεςπεηπιαςς[ίηθ' ΟΥ )ςεγ:Κοίἱοςςος - γΘεοΓαςθά ΟΥ 
πιθ ἰη αθ:ΤοεΠηίςεηθ ΦΑΠΊΠΙΙµΠΡΘΗ α6Γ οίααϊ Ώγαςάθη (ννίτῃ ρΠοῖϊο 
ρθΓΠηἰςςἰοι). [ἱοεθηςθα μπας: (Γθαϊίνθ (οπιπιοης Αἰϊγὶουϊίοη-5Π8Γ6 
ΑΙίΚκε 3.0 νία ΜΛΚἰπιθαία (οπΊπιοης - 
Πἰτρ://εοΠιΠιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκί/ΕἰΙ6:ἱ οἰοηίϊζγοςηθηπιαςς[ἰπθ.] 


Ηπιεαἰανίδννει/ΕΙΙ6:Ι οἰοηίζγεςΠπεηπηᾶςςΠἰηθ.ΙρΡ 


ων ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 


σε Εικόνα 3: "ηηϊσίίααη Ηυγρθης''. [ἰεθηςθα μπας: Ρωβἰἰς αοπιαίΐη νἰ8 
Μ/ἠκΙπιθεαία («οπηπιοης - 


Πι{ρ://εοπιπιοης.ννἱκἰπιααἰα.οιρ/νκι/Εἰἰςδ:(Πγἰςίί88η Ηινρθης.ΙρΡΗπιθ 


ἀἰανίανναι/ΕΙΙ6:(Ηγἰςϊί88η Ηιωγρεης.ρς 


σε Εικόνα 4: "Ι οἰρηίῖζ «ἱρπαῖιια' ΟΥ αοϊήγίθα ΝΙηαίπι Ι οἰρηίζ - 
Πιίρ://Ννννν.αεεννηγροοκς.εοπι.αιΙ/αἰγδοῖοιγ/ς5ἱρπαϊιμγες.οἴΠ]. 


Ιἱεθηςθα μπας Ριβἰς Ώοπιαίη νία ΝΑΙΚἰπιθαἰία (οπΊπΊοης -- 


ΠΙ{ρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙα:ἱ οἰοπίτζ «ἰσπαῖι[θ.]ρσΗ/ πιθαἰᾶ/ΕἰΙ6: 


Ι οἰρηίῖζ ς«ἱρηαίιμΓα.ΙοΡ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 6: Οι αρχέςτου 
Απειροστικού Λογισμού. Ενότητα 6.6: Ι αἰθηίΖζ Και το σκάνδαλο του 
Λογισμού». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
-- Ἡ ι ΞΞ ΙΤ ονόπτωξα, 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο -- ΤΑΜΕΙΟ 
ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ε. ϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 7: Κλασσική Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ - ΄ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΠΞΞ -. Πηρόγρυμμα για την ανόπι 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ  ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑ . 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . «ο.» 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 7.1: Το Θεμελιώδες Θεώρηματης 
Άλγεβρας 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο. ἹἼἦ{ἦ{ἦἵἦὤὅ,.,ἶ,.ὓ 


ο Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας. 
ος Πέντε βασικά ερωτήµατα και η Συµβολική Άλγεβρα. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
µἔΛΙίἾἶὔὔω. .Ἱ ἹἼ{Ἴ{Ἴ{ἵἼ.. Ἀ 


ας Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει την 
ιστορική σηµασίατου Θεμελιώδους Θεωρήματοςτις 
Άλγεβρας και να παρουσιάσει την εισαγωγή της 
Συµβολικής Άλγεβρας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ερωτήματα (1) 
Ποια είναι η πρὀοδος στην Άλγεβρα την εποχή αυτή», 


Η Άλγεβρα μέχρι τώρα ασχολείται µε εύρεση ριζών για 
πολυωνυμικές εξισώσεις. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Άλγεβρα (1) 


ΙΕ . Ι οἰρηίζ 
ο πεηέ ο. Γίες Εικόνα 4 
α Εικονα 2 Ισαας Νεννίοη 
Εγαηεοὶς Νἱοῖς Εικόνα 3 
Εικόνα 1 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 8 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Άλγεβρα (2) 


ΕΙ 


Ίθ8η {6 Βοπά α΄ Αἰοπιρειί ος. 6 6ο:ρθ ΡεᾶσοοΚ 
Εικόνα 5 Εικονα / (αγ ΕΓἰδάΓἰεῃ σαιςς 
Εικόνα 8 
ὴ ν ιοειο ἱστορία των Μαθηματικών 9 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ανάπτυξη της θεωρίας των 
πολυωνυμικών εξισώσεων 


-...-μ-ᾱ- -........ 


Χάρις στο έργα των Νἱαϊθ (1696- αιώνας) και Ώεσεαγίοθς (1705 
αιώνας) ξεκινά η ανάπτυξη της θεωρίας των πολυωνυμικών 
εξισώσεων. 

1.Έχει κάθε πολυῶνυμο ρίζα2 

2. Πόσες ρίζες έχει ἑνα πολυώνυμµο βαθμού τι 

3. Μπορούμε να καθορίσουμε πὀτε οι ρίζες εἰναι ρητές, 

πραγματικές, θετικές, κλπ 

4. Ποια είναι η σχέση ανάµεσα στις ρίζες του 

πολυωνύμου και στους συντελεστές του», 

5. Πως βρίσκουµετις ρίζες ενός πολυωνύμου2 


σ Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας 
σσ ω ---- 


1. Έχει κάθε πολυώνυμο ρίζα» 
Απάντηση: Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας 
Κάθε πολυώνυμο µε πραγματικούς ή μιγαδικούς συντελεστές 
έχει µία µιγαδική ρίζα. 

() 
Κάθε πολυώνυμο µε πραγματικούς συντελεστές µπορεί να 
γραφεί ως γινόμενο πολυωνύμων βαθμού 1 µε μιγαδικούς 
συντελεστές. 

ή) 
Κάθε πολυώνυμο µε πραγματικούς συντελεστές µπορεί να 
γραφεί ὡς γινόμενο πολυωνύμµων βαθμού 1 ἠ 2 µε πραγματικούς 
συντελεστές. 


πως Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 11 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Ερωτήματα (2) 
---..-.-----........ 


Πως προκύπτουν οι παραπάνω συνεπαγωγές2 (απὀ πότε 
γνώριζαν οι Μαθηματικοί ότιτα παραπάνω είναι 
ισοδύναμα») 


Γιατί το Θεώρημα αυτό λέγεται Θ.9. Άλγεβρας2 Είναι τόσο 
σημµαντικόὀρ Πάνω σε αυτό στηρίχτηκε η Άλγεβρα» (Σύγκριση 
µετο Θ.Θ. Λογισμού.) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρμπων Αριστοτέλειο 
αρ ι 


Αποδείξεις του Θ68Α 
---ο --- 


Αποδείξειςτου Θ669Α 
ος 1746 Γ΄Αἰαπιρεγί 
ελλειπείς 
ος 1746 ΕιίθΓ 
ος 1799 (ααιιςς (3 άλλες αποδείξεις, τελευταία το 18949) 


Σε κάθε απὀδειξη χρησιµοποιείται το ακόλουθο αποτέλεσµα 
απὀ την ανάλυση: κάθε πολυῶνυμο περιττού βαθμού µε 
πραγματικούς συντελεστές έχει µία πραγματική ρίζα. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Αποδείξεις του Θ69Α συνέχεια 
«922 ---------- 


ο Η απόδειξη του Θ69Α είναι απόδειξη ύπαρξης: δεν 
κατασκευάζεται η ρίζα αλλά αποδεικνύεται η ὑπαρξή της. 
Αυτό τον 195 αιώνα ήταν πρωτόγνωρο και τέτοιου είδους 
αποδείξεις ακόµα και τον 209 αιώνα ήταν 


αμφισβητήσιμες. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


(αἱ Γ8Γς 
Ἴἔἐὁ....Ἱ Ἴἦ{Ἴ{ἦἄ.Ἴ{ῄῴ 


ος Ο (αἱγαΓα (1595-1632) στο βιβλίο του / ἱπνοηίίοη Θη 
αΙοδργο το 1629 ισχυρίστηκε ότι πολυωνυμικές εξισώσεις 
βαθμού Ίι έχουν τι ρίζες. (Όμως δεν έγραψε ξεκάθαρα 
ότι οι ρίζες αυτές είναι µιγαδικές). 


Εικόνα 9 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ος ολ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Δύο ζητήματα 
σσ ω ------ 


ος Δύο ζητήματα: 


.. Έχει κάθε πολυωνυμική εξίσωση µε πραγματικούς 
συντελεστές (κάπου) µία ρίζα2 


.. Είναι οι ρίζεςτης εξίσωσης (αν υπάρχουν )μιγαδικοί 
αριθμοίρ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ΓυοεςςαΓγίθς 


----.-.... 


Πεςσαγίθς: (1596-1650) το 1637 στο βιβλίο του Γἱςςεοιμίς ἄθ |α 
ΠιόίῃοαοῬ ρουιι θίθη οεοΠπαιΓθ 5α Γαἶςσοη θἳ «πθΓς/6Ιί [α νόγ[ιό 
ἄαης [ος «εἶθῃεθς παρατήρησε ότι: «κάθε εξίσωση µπορεί να 
έχει τόσες ρίζες όσος είναι ο αριθµός των ν διαστάσεων της 
άγνωστης ποσότητας στην εξίσωση.» Β.ν | 


Εικόνα 10 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


15 


| οἰοη7Ζ 
---«οϱἳ), ---------- 


Ο Ιαἱρπίζτο 1702 ισχυρίστηκε ότιτο πολυώνυμο αχ” -- αἲ 
δεν µπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο γραμμικών ἡ 
δευτεροβάθµιων όρων, (ἀρατο Θ6Α δεν ισχύει). 

Γιατί όμως έκανε αυτό το λάθος ο Ι αἰρηίζρ 

Ποια είναι αυτά τα πολυώνυμα2 Δοκιμάστε να βρείτετα 
πολυώνυμα όταν 


Εικόνα 11 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 18 


ες (59) 4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


κο 
τ Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 


Ἀδινῖοη 


Νεννῖοη: 
αν α -- Ρἱ ρίζα του ῥ(α) τὀτε 
α -- Ρἱ ρίζατου (αχ). 


Εικόνα 12 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 19 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Εωίσαι (1707-1783) 
σσ ω ---- 


Ο Εμ[εΓ (1707-1783) σε αλληλογραφία µετους Βοειποι[[ῖ και 
(οἱάραςῃ το 1742 έδειξε ότιτο αντιπαράδειγµα του | οἰρηίζ 
ήταν λάθος. 


Εικόνα 13 


ἱστορία των Μαθηματικών 20 
Τµήµα Μαθηματικών 


Γ΄’ Αἰαοπιρειί (1717-1783) 
--...--- -------.-.----. 


Ὀ’ Αἰαπιοογί (1717-1783) ἐκανετο 1746 τη πρὠτη (σοβαρή) 
απὀπειρα να αποδείξει του 969Α. Η απόδειξη αυτή είχε 
κενάἀ--για παράδειγµα χρησιμοποίησε ένα θεώρημα σε 
σειρές που αποδείχτηκετο 1850 (Ριἰςθιιχ). 


Εικόνα 14 


ἱστορία των Μαθηματικών 21 
Τµήµα Μαθηματικών 


πως Αριστοτέλειο 
ΜΑ, ὶ 


Αποδείξεις 
σα -- 


». Ειωί6Γ επιχείρησε µία άλλη απὀδειξητο 1749. (Μπορούσε 
να αποδείξει ὁτι κάθε πολυώνυμο µε πραγματικούς 
συντελεστές και βαθμό τι μικρότερο ή ίσοτου 6 είχε 
ακριβώς πι µιγαδικές ρίζες. Στη γενική περίπτωση έδωσε 
σκίτσο απὀδειξης. 

». Το 1772 οἱ αρ[αηρεο έδειξε µία ατέλεια της απὀδειξης του 
Εωί6ι; ότι θα μπορούσε να οδηγήσει σε κλάσµατης µορφής 
μηδέν/μηδέν. Διόρθωσε αυτότο σηµείο. 


.. Το 1795 οἱ αρίαεῬ έδωσε µία διαφορετική απόδειξη 
χρησιμοποιώντας τη διακρίνουσατου πολυωνύμου. 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Το πραγµατικό πρόβλημα των 


αποδείξεων 
Ἴῖ Ἶὅὁ.  ἹἹἼ{ἦ{ἵ{ἦὤὥὅἷἶἷἶἷἶἷἶἷὥη 


Υποθέτουν ότιτο πολυῶνυμο έχει ρίζες (κάποιας µορφής) 
και στη συνέχεια αποδεικνύουν ὁτι είναι µιγαδικοί αριθµοἰ. 


ΙαρΓαηρο (1736-1513) Ιαρίαςε (1749-1827) 
Εικόνα 15 Εικόνα 16 
2 ν Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 23 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


(ααίιςς 
-----------«Ὁ ----- 


Ο πρὠτος που παρατήρησε το βασικὀ πρόβλημα των 
προηγούμενων αποδείξεων ήταν ο ααιυςς (1777-1855) στη 
διδακτορική του διατριβή το 1799. Εκεί παρουσίασε και την 
πρὠτη του απὀδειξη που χρησιμοποιεί τοπολογικέςιδέες. Έχει και 
αυτή σοβαρές ελλείψεις. Άλλες δύο αποδείξεις, το 1816 (σωστή), 
1849 (γιατις πολ. εξισώσεις µε μιγαδικούς συντελεστές). 


Εικόνα 17 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


ΑΓραΠΟ 
ο. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἷἶἷἶἷὕὉ 


Ο Αιραπα (1768-1822)το 1814 δημοσίευσε µία απὀδειξη 
του ΘΘΑ στην εργασία του ΒόΠθχίοης 5µ/ |α ποινο[[ο ἰμόογίθ 


α απαιγςθ. Η απὀδειξη του ΑΓραπα βασιζόταν στην ιδέα του 
α΄Αἰαπιρογί. 


Το 1820 ο (ΔβµεΏγ αφιερώνει ἑνα ολόκληρο κεφάλαιο 
απὀ το (ομιιίς α απα[γςθ για την απόδειξη του ΑΓραηΠα χωρίς 
να αναφέρει τον ΑΓραπα. 


Τελικά ο ΑΓραπα αναγνωρίστηκε όταν τον ανέφερε ο 
(πιγςία στο βιβλίο του Αἰἱρθ6ῦΏΓίαὰ το 1886. 


νὰ ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


(αμςν (1789-1857) 


(αµεΏγ (1789-1857] 
Εικόνα 18 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Μιγαδικὀ επίπεδο και ΑΓραπά 


---.-.--.---ᾱ- --...... 


Ο Αιραπα (1768-1822)το 1814 δημοσίευσε µία απὀδειξη 
του Θ6ΘΑ στην εργασία του ΒόΠθχίοης 5µ/ |α ποινα[[ο ἰμόογίθ 


α απαιγςθ. Η απὀδειξη του ΑιΓραπα βασιζόταν στην ιδέα του 
α΄ Αἰεπιροεγί. 


Μιγαδικὀ επίπεδο και Αιραπα (1513). 


««ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Οι µιγαδικοί αριθμοί 
σσ ω ---- 


Οι µιγαδικοί αριθμοί είναι το απλούστερο σύστημαπου 
περιέχειτους πραγματικούς και µπορεί να κατασκευαστεί 
από αυτούς µε πολύ απλό τρόπο: 


ο κ.--μµίἰίόπου {ἱ Ξ --1. 
(δηλαδή το ί είναι αλγεβρικὀό πάνω απὀτο Κ) 
Υπάρχουν ἀλλα τέτοια συστήµαταθ (Ο «αιιςς φαίνεται να το 


πίστευε: αποκαλούσε τα ἀλλα τέτοια συστήµατα “σκιά της 
σκιάς” ). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


28 


Κηεςςι (1898-1973) 


Η πρὠτη κατασκευαστική απὀδειξη βασισμένη στην 
απόδειξη (ύπαρξης) του ΑΓραπά δόθηκετο 1940 απὀτον 
ΚηεςεΓ (1895-1973) (µαθητής του ΗΙρογί). 


Εικόνα 19 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


κ ὦ .. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
παν) Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/8) 


-----ᾱ--... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

ως Εικόνα 1: 'ΕΓαηεοἰς Μἱοΐς''. /ἱοθηςαα μπας: ΡιβΙίο Ποπιαίη νἰα 
Νἠκἰπιθαἰία (ΟΠΊΠΊΟης - 
ΠΩ ρ://εοΠπΊπΊοης.ννκἱπιθαία.οις/ννκἰ/ΕἰΙα:ΕΓαηςοίς Νἱοῖς.ΙρΡϱΗ/ πιοςἰα 
Εἰ6:ΕΓγαπεοἷς ΝΜἱαῖθ.Ιρρ 

«ως Εικόνα 2: 'ΕΓαης Ηαἰς - Ρογϊγαῖ ναη Βεπό Βοςεαγίθς' ΟΥ ΑΠΕΓ ΕΓαης 
Ηαίς (15892/1553--1666) - Απατό Ηαΐαία [6.α.] (1997) Ώο 6θνν ναη 
Καπιργαπαϊ, Βγυωχοαί[ίας: (Γγόαϊϊ «εοπΊπιιΠαἱ ας Βθἱρίαιθ, Ι5ΒΝ 2-908388- 
32-4.. [Ιοεθηςθαά μπας Ριβ]ίς Ὀοπιαίη νία ΑΛΙΚΙπιθαία (οΠήπΊοης - 
ΠΩ {ρ://6οΠΊπΊοης.ννκἱπιθαίἰα.ορ/νν]κἰ/ΕἰΙα:ΕΓαης Ηαίς - 


Ρογίγθοϊ ναη ΒΘΗΖΟ(396Α9 ΒΠεςκαγίες.ΙρΡΗ/πιθαἰα/ΕἰΙ6:ΕΓ8ης Ησαίς - 
Ρογιγεῖϊ ναη ΒθΠΡΟ(3206Α9 Ὠεσεαγίες.Ιρρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/8) 
ας μρσ:ρρ,ρρχΓὐ--. 


«ως Εικόνα 3: 'αοαά/Γ6γΚπε[ΙεΓ-ΙδααεΝεννίῖοη-1689'' ΟΥ δἰἱΓ (οα/Γ{6εγ ΚηπειΙ6ι 
-ΠΙῖρ://ΝΝνν.Πεννίοη.«α8Π].8ς.µΚ/αΓΙ/ρογίγαἰτ.Πἴιπλ|. ΓΙοεης6α μάς 
Ριωβ/ίς Ώοπιαίῃπ νία ΑΛ Κἰπιθαία (οππποης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰκι/ΕΙΙ6:σοαΐγεγκπε[ΙεΓ- 
ΙςααςΝοαννίοη-1689.ΙρΡΗ/πιεαἰα/ΕἰΙ6:(σοα{γεγΚκπε[|εΓ-ἰσαδενΝεννίοι- 
1659.ἱρΡ 


«αε Εικόνα 4: '"αοϊϊ/γῖοᾶ ΝΝΙΙΠαδἰπι νοη | οἰθηίζ' ὈΥ (Πγϊςσίορη Β6γπῄαΓα 
ΕΓαηςΚ6 - /6οΓοννπ/ρΠἰιοςορῄῃεις/Ιεἰρηίζ/ΒΓγαπηίςᾶΡραρες/Ι αἰρηίζ 
/Ιαἰρηίζ(α[[.ηϊπι|. [ἰοθηςθα εηαάσθι Ρωβ[ίο Ποππαϊίη νία ΑΛ ΙΚἰπιθαἰα 
(οππΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οις/ννἰκίἰ/ΕΙΙ6:(αοἵι{γίθα ΙΛ/ΙΙΠηθἰπι νοη οί 
ὈηἱΖ.]ρρῃ/πιεαίἰα/ΕἰΙ6:(αοϊ{γίθα ΑΛΙΙηθἰπι νοη | αἰρηίΖ.]ρς 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/8) 
ας ϱ--... 


«ωε Εικόνα 5: 'Ίθαπ α Αἰοπιρογῖ" Ὀγ Μαυιγίςς Ωιεηϊϊη ἄε [α Του: - [1]. 
ΙΙοθηςθα μπας: Ριβίς ἀοπιαίηπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οΠΊπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ιν{κἰπιααἰα.οΓϱ/νἰκἰ/ΕΙΙ6:16α. ἀνο27ΑΙεπιρεγίῖ.]ρερΗβ 
πιθαἰανίενναι/ΕίΙ6:]68αη α9ο27ΑΙεπιρεγί.]ρερ 

ὧωε Εικόνα 6: 'Ιδοηῄατά Εω[α: 2" ΟΥ |οΚοῦ Επιαηπια| Ηαπάπιαπη - 2011- 
12-22 (μρ[οαά, αεεογαϊΐηρ ἴο ΕΧΙΕ ἀαἴα). [ἴεθηςθα επάςθι Ριβἰἰς Ώοπιαίϊη 
νία ΛΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 

Πἰ{ρ://εοΠιπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκΙ/ΕἰΙ6:ἱ θοηΏαΓά Εμίθί 2.ἱρΡΗ/Πιθ 
ἀἰα/ΕἰΙ6:ἱ αοπΏαΓγα Ειίε( 2.10 

«ως Εικόνα 7: '"ἄθ6οιρο Ρθ6αςος(”' ΟΥ οη.νἰκἰρθαία (566 ἴπειε ἴῃα 
αθςεΓἰρϊἰοη ῥρ8βθ). [ἰεθηςθα μΠάθι Ρυωβ[ίς Βοπιαίϊη νία ΝΝκΙπιααία 
(οΠΊΠποης - 

Πιίρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰκἰ/ΕΙΙ6:σ6ο:ρς ΡθαεοςΚκ.]ρΡϱΗ/πεαϊ 
8/ΕἶΙ6:αθοιρς Ρθεαςοςοκ.ἰρϱ 


ρω Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/8) 
ο... µρς:ρρ:«4ρὐ-. 


«ωε Εικόνα 8: "4η! Εγἰοαγίοεη ἄαυςς'' Όγ (οἵἴ[ἱθ0 ΒΙΘΓΠΙΔΠΠΑ. ΑΛΙΠΙ8ΠΗ 
(ρΠοῖϊο) - ααι[ὲ-(αθςθιἰἰςσεμα[ῖ (ὀιτϊηρεη 6.ΝΜ. (Εοϊο: Α. ΝΝΙπιαπη).. [ἰεθηςθο 
μπας: Ριβἱίς Γοηιαίη νία ΙΛΙκΙηιθαία (οΠΊπιοης - 
Πρ://εοΠπΊπιοης.ννκἱπιθαἰα.οΓσ/ννκἰ/ΕἰΙ6:(αΓ| ΕΓἰδαΓίςΏ (αιμςς.ΙρΡϱΗ/πιααἰἱ 


Δ/ΕἰΙ6:(αΓ| Ετἰαοαγἰεἠ (αιιςς.Ιρρ 

«ως Εικόνα 9: “Ιοάοεμς Ηοπαϊως” νοη (οἰεῖῖς Ηοπαϊμς-ν ἆ Κ6ς/6. - 
5ΙΝΑΘΗ.ΟΟΠΙ; Εγςϊ ριβ/ἰςσηθα ἵπ ἴπθ ΕΓθπεῇ θαἰίοη οἱ ἴμθ Αἴίας ἰπ 1619.. 
ΙΙζοηΖἰεγί υηῖςθι Ρωβ/ίο αοπιαίΐη ἠραι ΙΛΙΚἰπιθααία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιθααἰα.οΓρ/ιΙΚΙ/ΕίΙΙ6:])οάοεις Ηοπαίμς.ΙρϱΗπιεαϊἰανίθ 
ν/6ι/ΕίΙ6:]οάοευς Ηοπαϊίιμς.Ιρρ 

«ε Εικόνα 10: "Ίοπας 5µγαεΓ/οεί δ[ἱ6Γ ΕΓαης Ηαίς - θηρΓανίηρ οἳ Βαοπό 
Γεκαγῖθς ΟΥ Ίοηας 5υγαςθΓΠοσί - ἰπιαρε : ΒΓΗἰςση Μιµς5θιµΠ Ρογϊγαἰϊ οἱ Βοπό 
Γοςσαγίςς; [Πίο : (αγίπιπι 1959-90, Ιςιγαϊίοη Πτι, 50. Γἱοθηςθα υπάςι Ριβ[ίς 
αοπιαίἰηπ νία ΛΛΙΚἰπιθαία (οππιΊοης - 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/8) 
ο... μμ .46 6 6. -.-. 


ητϊρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕίΙ6:]οηας 5µγαεΓ/ῃοεί αἴἴεί ΕΓάης Ησαίς 
- ΘηρΓανίπρ οἱ ΒΘ6ηΟς326ΑΘ Βεςςαγίες.Ιρρήπιεαἰανίθννε/ΕίΙ6:]οπας 

5ιγαθγΠοθί α[ίθί ΓΓαης ἨΗαίς - θηρΓανίηπρ οἵ ΒΘΠΡΟ(326Α9 Ποςεαγίοες.Ιρρ 

«α Εικόνα 11: "νναρ ροϊϊ{[γίθςα ννἰηαίπι Ιαἱθιίτζ'' ΟΥ ΝΜΙἠί8πι ΑπίΠοηΥ (αγαηνί]α, 
Ρῃ.Ο., Ι1.Ὀ. - Εἰεπιεηῖς οἱ ἴπο ὈΙ[αγθηϊίαἱ αΠα ΙΠίθρία[| (αἰειι]ις (γθονἰς6α), 
Τήςθ ΑἴΠθποαβιπη Ρί6ςς, (ἱπη αΠα (ΟΠΙΡΗΥ, Βοσΐοη, υ.5.Α., 1911.. 
ίοθηςθα µΠαεΓ Ρµβ/ίο ἀοηιαίπ νία ΙΛ ΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/νἰΚΙ/ΕΙΙ6:λΛαρ σοϊϊ[γίθαά ννηείπι Ιδαἱρηίτζ 
|ρ6Ηπιεαἰανίενν6Γ/ΕἰΙ6:λΛαΡ ροϊϊτ[γίθα νν]Παίπι Ιαἰρπίζ.Ιρρ 

«α Εικόνα 12: "Ισαας Ναιννῖοη, ΕηρΙἰση 5ε/οοΙ, 1715-20" ϱΥ αἰϊγορωῖθα ἴο 
Εηρ[ίσῃ 5εποο/!΄ - Βοπ/απης. ΓΙοθηςθ6α µΠαε: Ρµβ/ίο ἀοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία 
(οπιπ]οης -ΠΙΙρ://οοπιπιοης.νἰΚἰπιεαἰα.οΓΡ/ινἰκΙ/ΕἰΙ6:ἰσαας Ναννίοη, 
Εηριἰση 5εμοοΙ, 1715-20.]ρᾳΗπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:ἰσ8ᾶς Ναννίοη, ΕηρΡΙἰ5η 
50Π0οΙ, 1715-20.ἱρϱ6 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/8) 
ας µρς:;ρ-ρρχ -. 


«ας Εικόνα 13: "Ι6οπῄαΓά ΕωίθΓ' ΟΥ αΚοῦ Επιαπιε| Ηαπαπιαπη - ΤΠθ ρογίγαἵϊ 
ἰς ἱπ ἴπθ Κιηςίπιιςθιμπῃ Βας56. ΤΠίς ἰπιαρε ἰς ἃ αἱρίίζθα νθιςσίοη οἵ ἴμαϊ 
ραἰηϊίηρ. Τη6 5οµ/ςθ (5ε8ηΠ6{) οἳ ἴπθ αἰρίτίζθα ἱπιαρο ἱς μηΚποννη.Τηθ 
ἴπιᾶρθ ννὰς ἵΓγαησίθγιθα {Γοπι θη.νΙΚἰ (θΗ::Ππ1αρθ:ἱ θοπῄαΓά Εωἱθγ.]ρβϱ) υπαάςθ 
ἴηθ 4ΡΗΏ-οἰα}] Ιἰεθηςε ἴαρ. ΙΛα:ς 16:56, 25 Ίμπο 2006 (υΤΟ). ΙΙεθηςθα υπαάςθΓ 
Ριβίίο ἀοπιαἰηπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οΓρ/ινἰΚΙ/ΕΙΙ6:Ι6οηῄαγα Ειω[εγ]ρρϱΗπιεαἰανίθννε 
Γ/ΕίΙ6:Ι 6οπῄΏαΓγα Εμω[εΓ]ρρ 

Εικόνα 14: Εικόνα 5 

Εικόνα 15: "Ιοςδρῃ Ιουῖς | αργβηρςα". Ιἱεθηςθά μπας ΡιβΙίο αοπιαϊη νία 
Ν/ΙΚἰπιεαία «οΠΊπιοης -ΠΙϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιααἰα.οΓρ/ 

ννἰΚἰ/ΕἰΙ6:]οςθρῃΏ [ουΐς | αργαπρα.ἱρϱΗπιεαϊἰανί6ννα6ι/ΕἰΙ6:]οδδρη |οιυίς Ι αρ 
Γ8ΠΡΘ.ΙΡΡ 


ὦ Ά 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (7/8) 
αμα... μμ ἱὐ6 6.6... 


«α Εικόνα 16: "Ρί6ιγα-ςίπιοη-| αρίαςο (1749-1827)". ΙΙεθηςθα υπασι Ριβ|ίς 
αοπιαίη νία ΛΙΚΙπιθαία (οΠήπιοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οις/ινἰΚΙ/ΕΙΙ6: Ρί6ΓΓ6-δίπιοη-ἰ αρἰαςς (1749- 
1827).]ρρΗπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:Ρί6ΓΓΕ-ςδἱΠιοη-| αρίαςς (1749-1827).1ρ6 


«ας Εικόνα 17: "Βοηπαίχεη - (ατ! Εγἰδάγίοη αμ, 1828" ΟΥ 5ἰορίγίθαά Ὠοεῖ]εν 
Βαπαϊίχεη - ριβ/ἰσῃαα ἰΠπ "Ασϊγοποπιίσεπε ΝαςΠγσΠῖεη” 1828. 


ΙΙοθηςθα μπας Ριβίς ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιααἰα.οις/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Βαπαάἰχεη (αγ ΕΓγἰαάγίοεῃ «αι 
90-3269Ε, 1828.ἱρσΗπιεαίανίεννει/ ΕἰΙ6:Βεπαϊχεπ (ατ| ΕγἰθαΓγἰεΏ ααιος3 
909Ε, 1828.]ρΡ 

«ωε Εικόνα 18: "Αωριςίίη-ἰ ουῖς (αιςΗγ 1901” ΟΥ ΡιβΙίς ἀοπιαίη - Γ1ΌΓαΓγ οἱ 
(οηρ[θςς ΡΓἱηῖς απα ΡΠοῖορίαρῃς Πἱνίςσίοιμ. ΕΓΟΠΙ απ Π[ιςίγαϊίοη ἵΠ: Όας 
ηθιηζα[ηίϊθ )αηγηιπασγί ἵη Βἱαηπίςς6ι / Κατ ΙΛ/ογοΚκπιεἰςσϊθγ, θα. Βαγ[ίη : 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (8/8) 
ας μμ Ἑὐὐ6 6 6.6... 


Κιηςῖνεγίαρ αἄθι ρΠοϊορΓαρηῃἰσεῃθ ρεςε|ἰςε[ῃα{ῖ, 1901, νοι. Ν, πο. 581.. [Ιοεεηςθεα 
μπας: Ριωβ[ίς ἀοπιαίη νία ΝΛκιπιθαία (οπΠήπιοης - 
Πηιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/νν]κἰ/ΕίΙ6:Αιιςιιςτϊη- 

|οµίς (αἱεΏΥγ 1901.)ρρηπιεαίανίδννει/ΕἰΙ6:ΑιωριςίίΠ-ἱουίς (αμςΏγ 1901.ἱρ6 


«ωε Εικόνα 19: "ΗαΙΙπιιμῖῃη-Κησςα'" ΟΥ ΚοηΓαα /αοοῦς - 
Πιϊρ://οννραῦ.πι{ο.αε/αείϊαΙΙ/2ρΠοῖοΙΏΞ2180. ΙΙοεθηςθα μπας (Γδαϊϊνε 
(οπιπιοης Αἰἰγίοιίοη-5δΠαΓ6 ΑΙίΚθ 2.0-46 νία ΝΝΙΚἰπιθααία (ΟΠΊΠΊοΟης - 
Πηιϊρ://οοπιπιοης.ινἰκἰπιεαία.οιρ/ννἰκί/ΕἰΙ6:Ηε[Ιπιωϊῃ- 
Κηοαςεγ.]ρρΗπιθααἰανί6ννει/ΕἰΙ6:Ηειἱπιμίῃ-Κηπεςε/.]ρρ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 7: Κλασσική 
Άλγεβρα. Ενότητα 7.1: Το Θεμελιώδες Θεώρηματης Άλγεβρας». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 7: Κλασσική Άλγεβρα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΛΙΛΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 
τ σπα ας ος (ος) (ϱ(9) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑῖκο σππτ-- σποτ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 7.2: Πέντε βασικά ερωτήµατα και η Συµβολική 
Άλγεβρα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 


Ξ«ΖΕΣΠΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ πω 
ᾠπαπατπππκππαπα επ ος | (Κο ()(0) 


ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ εΥρωπΑῖκο ΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ ΒΥ ση 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ο... ἹἼ{ἦ{ἦἵ{ἦὤἦὥ,ὅἶἷὅἷὅἷ,η 


ο Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας. 
ος Πέντε βασικά ερωτήµατα και η Συµβολική Άλγεβρα. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«9227 -----ἵ-- 


ος Ο σκοπὀς αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει την 
ιστορική σηµασίατου Θεμελιώδους Θεωρήματοςτις 
Άλγεβρας και να παρουσιάσει την εισαγωγή της 
Συµβολικής Άλγεβρας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


5 ερωτήματα για πολυωνυμικες 
(πραγματικές) εξισώσεις. 


1. Έχει κάθε πολυώνυμο ρίζα» ΝΑΙ στο ( σύµφωνα µε Θ6Α. 

2. Πόσες ρίζες έχει ἑνα πολυώνυμο βαθμού τι 

3, Μπορούμε να καθορίσουμε πότε οι ρίζες είναι ρητές, 
πραγματικές, θετικές, κλπ2 


4. Ποια είναι η σχέση ανάµεσα στις ρίζεςτου πολυωνύμου 
και στους συντελεστές του2 


5. Πως βρίσκουµετις ρίζες ενὸς πολυωνύμου» 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


205 ερωτηµα 
σ---ω ----- 


2. Πόσες ρίζες έχει ἑνα πολυώνυμο βαθμού πὸ 

Ο Βεςεκγίες έδειξε ότι αν α είναι ρίζα του Ρ(κχ) τότε 
Ῥ(α) Ξ (α - α)α(α) 

όπου βαθμός α(α) είναι βαθμός Ρ(χ) μείον 1. 

Επαναλαμβάνοντας (και θεωρώντας ότι το Θ6ΘΑ ισχύει) 

προκύπτει ότι αν οβαθµόςτου ῥ(χ) εἶναι τι Σ θτότε 


Ῥ(α) Ξ (αχ -αι)(ίκ-- αρ) ...(Χ-- απ) 


(ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
. Πανεπιστή μιο Τµήµα Μαθη µατικὠν 
ο Θεσσαλονίκης 


30 ερωτημα 
σ---ω ----- 


3. Μπορούμε να καθορίσουμε πότε οι ρίζες εἰναι ρητές, 

πραγματικές, θετικές, κλπ2 

Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού µε πραγματικούς 
συντελεστές έχει µία πραγματική ρίζα. Παρόλο αποδεκτό 
τον 17 και 18 αιώνα αποδείχτηκετον 4199 αιώνα ως συνέπεια 
του Θεωρήματος Μέσης Τιμής απὀ τον Λογισμό: 

(Κάθε συνεχής συνάρτηση που είναι θετική για κάποιες 
τιµές και αρνητική για κάποιες άλλες πρέπει να διασχίζει τον 
ἀξονα των χ και να έχει µία ρίζα.) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γα6ςςαΓίες 
σος ------ 


ας Ὀεςσαγίες: κριτήριο για το ποιοί ρητοί α/0 μπορούν να 
είναι ρίζες ενὀς πολυωνύμου. 
ος Ὀοθσεαγί6ς: (χωρίς απὀδειξη) άνω όριο για τον αριθµό των 
θετικών ριζὼν ενός πολυωνύμου. 
Όριο: μετράμε τον αριθµό των αλλαγών των προσήµων 
των συντελεστών απὀ σε--και απὀ --σε (ο αριθµός 
είναι ίσος µε το όριο, ἡ μειωμένο κατά πολλαπλάσια του 
δύο). 
ος Ὀοθσεαγί6ς: (χωρίς απὀδειξη) άνω όριο γιατον αριθµό των 
αρνητικών ριζών ενὀὸς πολυωνύμου. 
Όριο: ο αριθµός των θετικών ριζώντου {(--χ). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


10 


40 ερὠτημα 
σσ ω ---- 


Ερὠτηµα 4: Ποια είναι η σχέση ανάµεσα στις ρίζες του 
πολυωνύμου και στους συντελεστές του» πως προκύπτουν οι 
συντελεστές απὀτις ρίζεςρ 


Σχέση ανάµεσα στις ρίζες ενὸς δευτεροβάθµιου πολυωνύμµου και 
στους συντελεστές του πολυωνύµου: γνωστή. 


Αντίστοιχη σχέση για τις ρίζες και τους συντελεστές πολυωνύμων 
βαθμού έως και 5 απὀ τον ΝΙἱαίθ. 


Ο Ναινίοη εισήγαγε την έννοια των συμμετρικὠν συναρτήσεων 
που εκφράζουν αυτέςτις σχέσεις ανάμεσα στις ρίζες και τους 
συντελεστές για πολυώνυμα βαθμού Λι. (Ρόλος συμμετρικὠν 
συναρτήσεων στην επίλυση µε ριζικά και Θεωρία (αα[οἰς). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 11 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


59 ερωτηµα 
σσ ω ----- 


5. Πως βρίσκουµετις ρίζες ενός πολυωνύμου2 

Το επιθυμητό είναι να δοθεί η λύση µε ριζικἀ όπως για 
πολυώνυμα βαθμού 2,3,4. 

Προσπάθεια: εὐρεση τέτοιας λύσης (ακριβής λύση) για 
πολυώνυμµα βαθμού μεγαλύτερου του 4. 

Παράλληλα: όταν δεν υπάρχει ακριβής λύση γίνεται 


ανάπτυξη μεθόδων για την εύρεση προσεγγιστικὠν λύσεων 
π.χ. Ναννίοη (1705 αιώνας], Ηογπογ( (190ς αιώνας). 


ΟΑΑ ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Συστήματα αριθμών 
-...------ᾱ-.--. 


αὲ Μελέτη των λύσεων οδηγεί στην µελέτη των ιδιοτήτων 
διάφορων συστηµάτων αριθµων (π.χ. σύστηµα των 
Φυσικών αριθµών, των ρητών, των μιγαδικών, κλπ). 

αα Ναννίοη: αρνητικοί αριθμοί «ποσότητες µικρότερεςτου 
τίποτα». 

ος | αἰρηίζ: µιγαδικοί αριθμοί «αμφίβια ανάµεσα στα ὀντα 
και µη όντα». 

«ὲ Κανόνες ὁπως ({-1)(-1)Ξ1 γνωστοί απὀ την αρχαιότητα. 
Όμως χωρίς δικαιολόγηση. Από πότε γίνονται δεκτοί για 
σύμβολα (δηλ. (--α)(--α) Ξ αἲ)2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΡθΘαςοςεκ (1791-1558) 
--«Ὄοϱ------- 


Εικόνα 1 


Ρ6αεοε(Κκ: «Τιδαϊϊςθ οη Αἱρεργα»(1530) 
και αργότερα µετά το 1839 την «αριθμητική 
άλγεβρα» και στην «συμβολική άλγεβρα». 
«αριθμητική άλγεβρα»: αφοράτις πράξεις σε 
σύμβολα που αντιπροσωπεύουν θετικούς 
αριθμούς και οι κανόνες τους γίνονται αυτόματα 
αποδεκτές, π.χ. 

α-(0-ο)]-α-ὐ-σότνρ Ἄσκαια Σθ-ςσ 
«συμβολική άλγεβρα»: πράξεις σε σύμβολα που 
δεν αντιπροσωπεύουν κάποιες θετικές 
ποσότητες,π.χ.α- (0 -ο)-α-ὐ-ο. 


ἱστορία των Μαθηματικών 14 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 
----- ο... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

αὲ Εικόνα 1: '"ἄ6οιρο Ρθ6αεος( ΟΥ Τηίς Π]6 ἰς |αοΚκίπρ αμί[οί 
ἰη[ογηιαϊίοη.-θΠ.ινἰκἰρθαία (566 ἴμςιςθ ἴμθ αθςεγὶρίίοη ρ8Ρθ6). [ἰοθηςθά 
μπας: Ριωβ[ίς ἀοηιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠήπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οιρ/ινἰκΙ/ΕΙΙ6:σ6ο:ρο ΡθαεοςΚκ.]ρρΗπιεαία 
νίθννει/ΕἰΙ6:σ6ο:ρο Ρθαεοςκ.]ρ6 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 7: Κλασσική 
Άλγεβρα. Ενότητα 7.2: Πέντε βασικά ερωτήματα και η Συµβολική 
Άλγεβρα». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 8: ΕωίαΓ και ααυςς. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο λλαμη ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
μ ρε ττε -... «2013 (ος) () (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΛΕΙΑΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο . στοπαστσταστν 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . μμ 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 8.1: Εωί6Γ 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
έγι ην, λ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ᾱ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ σ 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
---σ--ο ------- 


«ᾳ ΕιΙ6Γ 
ως (αᾶθιςς 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«227 --------- 


«α Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να περιγράψει τα 
μαθηματικά επιτεύγματα των Εμί6Γ και ααμςς και να 
εξηγήσει πως οι δύο αυτοί μεγάλοι μαθηματικοί 
επηρέασαν την ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών. 


Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εμίθι (1707-1783) 


Εμ[θι 1707-1783 
Ελβετία, Ρωσία, Γερμανία, Ρωσία 


886 βιβλία και εργασίες 


Εικόνα 1 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


«Ιπῖγοαιεῖίοη ΙΠ αΠαἰγσίη ΙΠΤΙΠΙΤΟΓΗΠΙ» 


1/48 
ο --υ-. ο 


Ο ΕμίαεΓ πήρε τον διαφορικό λογισµότου | αἰρηπίζ και τη 
μέθοδο ρυθμών μεταβολής (Πιχίοης) του Ναινίοη και τα 
έκανε µέρος ενός γενικότερου κλάδου των μαθηματικών: 
της «Ανάλυσης» που ασχολείται µετη µελέτη ἀπειρων 
διαδικασιών. 

Σύγκριση της σηµασίας της «Εισαγωγἠς στην ανάλυση» του 

Εμίθί µε 

1. τα «Στοιχεία»του Ευκλείδη: { συνδυασµόςτης 
γεωμετρικής δουλειάςτου Ευδόξου και Θεαίτητου). 

2. την «Εισαγωγή» του Νἱαΐς6: (συνδυασμµόςτης αλγεβρικής 
δουλειάς των αἱ Ωνναγἰςπιί και (αΓααΠο). 


ον ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Συμβολισμοί που εισήγαγε ο Ει[6Γ 


--..-..-μ--ἷ- --... 


Γ(α) (41734) 
ϱ(1727) 
π(1737) 
ἱ (1777) 
Σ(1755) 
Και πολλά άλλα 
οἵπ 1 -- ϱ(1748) 
οἳχ -- εοδχ -- ἰςίτιχ 
φ(πι) : αριθµός Φυσικών αριθμών µικρότεροιτου πι που 
είναι πρὠτοι προςτοΊπ. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 
Τµήµα Μαθηματικών 


4  Ἄὴ ; 
δν ἴ59) ς Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Θεωρία Αριθµων και Εωί6Γ 
...---ᾱ- ια 


Μικρό Θεώρημα του ΕθΓγπιαϊ: ῥ πρὠτος, ῥ δεν διαιρείτοα, 
τότε αἲ” 1 -- Ί εἶναι πολλαπλάσιο του Ρ. Αντίστοιχα χωρίς 
περιορισμούς στοα: αἲ -- α εἶναι πολλαπλάσιοτου ῥ. 
Απόδειξη (Ευ[αυ) 
» Ότανα Ξ 1, απλὀ. 
. Ἐστωαληθέςόταναξκ: Ιὲ --κΞξτνιι εν. 
. ἘσωτώωρααξΚ--1. τότε(--1)5 -(κ--τ1)- 

(ΚΡ Γρπιςκ1) -(κ 1) ξ(κ-- κ) ΓΙπιςτρίι-τι 
(Πότε καθιερώθηκε η χρήση της μαθηματικής επαγωγής2 
ποια είναι η σχέση της µετο σύστημα των Φυσικών αριθμών») 


Ἕππωνς Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Οι 7 γέφυρεςτου Κδπίρςρογιρ (1) 
σσ -- 


(1735) Η πρὠτη εργασία στη θεωρία γραφημµάτων/τοπολογία. 
Πρόβλημα: να σχεδιάσουμε έναν περίπατο που θα περνάει 
απὀ ὀλεςτις γέφυρες µία και µόνο µία Φορά. 


Εικόνα 2 


ἱστορία των Μαθηματικών 11 
Τµήµα Μαθηματικών 


Οι 7 γέφυρεςτου Κδπίρςρογιρ (2) 
σσ---ὁ--- 


Οι κορυφέςτου γραφήµατος Απάντηση του ΕµίεΓ: δεν µπορεί να 
είναι τα κομμάτια της γης. σχεδιαστεί τέτοιος περίπατος. 
Οι ακµέςτου εἶναι οι γέφυρες. Η τοπολογίαλ(θέµα παρουσίασης) 


Εικόνα 3 


ἱστορία των Μαθηματικών 12 
Τµήµα Μαθηματικών 


Αριστοτέλειο 


2Δ] Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Υπογραφή του ΕμίθΓ 


κά ωάώι 


Εικόνα 4 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


13 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ας Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ουκ. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

σε Εικόνα 1: "Ι6οηµατα ΕωίθΓ 2" ΟΥ ακοῦρ Επι8ηι6Ι ΗαπαΠιαπη - ΤΠίς [6 
ἰς |αεκίηρ 5οµ/ςς ἱη[ογπιαϊίοη.Ρί6ας6 θαἰῖ ἴΠίς Τ6'ς αεςογὶρίίοη Πα 
ρΓγονἰαθ α 5ΟἱΓ56. Γἰοεθηςθα µηαθι Ριβίίς αοηιαίη νία Λ/Κἰπιθαία «οΠήπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:Ι 6οπΏαγα Εω[εΓ 2.]ρσηπιεαίανίεννε 
Γ/Εἱ6:ἱ 6οηπαΓα Εω[εΓ 2.ἱρ6 

αὲ Εικόνα 2: 'Κοπίρςροιρ ῥγίάρες' Ὀγ Βορααη (αἱωςεᾶ - ΡιβΙίίο αοπιαἰη 
(ΡΓ)], ϱαᾶςθα οη ἴμα ἰπιβρθ. ΙΙεθηςθα ΙΠά6Γ (Γβθαϊϊνθ (οππιοης 
Αἰϊπιουϊίοη-5μα[θ ΑΙίκθ 3.0 νία ΙΛΙΚΙπιθααία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιααἰα.οΓς/νἰκἰ/ΕΙΙ6:Κοηίἰσςρειρ Ὀγιάρες.ρηΡΗπι 
ααἰανίενναι/ΕἰΙ6:Κοηίσςρειρ ὈΓγάρες.ρης 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
ο «ο 


σὲ Εικόνα 3: "Κοπίρεριιρ ργαρΗ". Ιἱοθηςθα μΠαθ (Γβθαϊῖϊνθ (οπΊπΊοης 
Απγουϊίοη-»ΠαΓθ ΑΙΚ 3.0 νία ΝΝΙΚΙπιεαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιθαία.οΓρ/ννκἰ/ΕἰΙα6:ΚοπίρςΌιΓρ ϱΓαρη.ςνρΗηιεαϊ 
ανίενναι/ΕἰΙ6:ΚοηἰρςριιΓρ ΡΓαρ/.ςονρ 


σε Εικόνα 4: "Εμεις «ἱρπαϊιμια'" ΟΥ αθγἰναϊῖνθ ννογἰ: ΡΟΓΟΚς13 
((αἱ0ΕωίθΓς «ἰρηαῖιμ[θ.ρηΡ: ΙΘ6οΠπΗαΓα Εμ[6ι - ΕμίθΓ'ς «ἱρπαῖιΓθ.ρηρ. 
ΙΙοθ8ηςθα μΠαςΓ Ρµβ/ίο ἀοπιαίη νία ΜΜ ΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/ννἰΚἰ/ΕΙΙ6:Ει[εΓ027ς6 «ἱρηαῖιΓθ.ςνΡΗΠΙ 
ααἰανίενναι/ΕἰΙ6:Ειιε(δο27ς «ἱρηαῖιΓθ.ςνρ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 8: Εμί6ι και ααυςς. 
Ενότητα 8.1: Εμ6εΓ». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 8: Ειω[αί και (σαιςς. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΞΙΖΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ε ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ  ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο - ο”... 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . «ο.» 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 8.2: (α.ςς. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ - ΄ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΠΞΞ -. Πηρόγρυμμα για την ανόπι 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ  ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑ . 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . «ο.» 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
---σ--ο ------- 


«α Ειἱί6Γ, 
ως (αβςς. 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«227 --------- 


«α Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να περιγράψει τα 
μαθηματικά επιτεύγματα των Εμί6Γ και ααμςς και να 
εξηγήσει πως οι δύο αυτοί μεγάλοι μαθηματικοί 
επηρέασαν την ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών. 


Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(αγ ΕγἰθαΓγίεῃ ααιςς (1777-1855) 


Ργίπεθρς ππαἰβθππαίίοοΓγµπη 


Αναφερόταν στα Μαθηματικά ως 
η «Βασίλισσα των Επιστημών» 


Θεωρία Αριθµών, Στατιστική, 
Ανάλυση, Διαφορική Γεωμετρία, 
Αστρονομία, Ηλεκτροστατική, 
Οπτική, Γεωδαισία, κ.α. 


Δίδαξε στο πανεπιστήμιο του 
(οἵ(ίπρεη. 


Εικόνα 1 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Θεωρία Αριθµών (1798) 
σσ ω --- 


-- μ-μ- Ο ἄάιςς συγκέντρωσε έργο 
ΑΚΙΤΗΜΕΤΙΟΛΕ μαθηματικών όπως ΕεΓηιαϊ, 
Εμί6Ι, Ι4ΡΓ8ΗΠΡ86, ἱ6ρ66ΠαΓ6 
και δικά του πρωτότυπα 
αποτελέσµατα µε συστηματικό 


ΑΥΟΤΟΞΕ 


Ῥ. ΟΑΒΟΙΟ ΕΒΙΡΕΒΙςΟ 6λΥ55 


ο τρόπο, συμπληρώνοντας κενά 

ον ν ὃ και διορθώνοντας αποδείξεις. 
-.. Επέκτεινε τη θεωρία αριθμών 
--..... πα. 


αλγεβρική θεωρία αριθμών. 


Εικόνα 2 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


μ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Κλάσεις ισοδυναμίας 
«(9327 ---ἷ-ἵ----- 


Όρισετις κλάσεις ισοδυναμίας. 
Απέδειξε τον νόµοτης τετραγωνικής αντιστροφής 
[{ΠΘ6οΓΘΠΊ3 ἁμΓΘυΠΙ) όταν ῥ, α εἶναι περιττοί πρώτοι: 

χ2 Ξ ρ(πιοάφ) 95 χ” Ξ α(πιοᾶρ) 
εκτός αν 

ρς αΞξ 3(πιοαβ) 

χ2 Ξ Ῥ(πιοάφ) 9 χ- 3 α(πιοάρ) 
Ο ααμςς έδωσε 8 διαφορετικές αποδείξεις για αυτό το 
θεώρημα. 


ρρος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Κανονικά πολύγωνα, κατασκευες µε 
κανόνα και διαβήτη 


....--μ--ἷ- --...... 


Ποια κανονικά Ίι-γωνα εἶναι κατασκευάσιµα µε κανόνα και 
διαβήτη, 
Απάντηση Ίι πρέπει να εἶναι γινόμενο δύναμηςτου 2 και 


πρὠτων του ΕθΓπιαϊ, 
[ικανή (ααυςς 1801) και αναγκαία συνθήκη (ΝΝναηίζει 1837)). 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Οι πρὠτοι του Εθγηιαϊ 


--..-...--μ--ὐἷ- -....... 


Πρώτοι του Εθγπιαϊ είναι πρὠτοι της µορφής 

2 μΊ 
π.χ. 3, 5, 17, 257, 65537, (υπάρχουν ἀλλοι2) 
(γνωστό απὀ αρχαιότητα ότι το τρίγωνο και το πεντάγωνο εἶναι 
κατασκευάσιµα, βλ. Ευκλείδη) 
Ο σαυςς έδειξε (θεωρητικά) ότιτο κανονικό 17-γωνο είναι 
κατασκευάσιµο (1796) και το γενίκευσε ἵο 1501 αφού πρὠτα 
όρισε ὠςπεριόδους ειδικά αθροίσµατα ριζὠντης µονάδας, π.χ. 


/ 2 / 
ζ -- ζ19 που είναι 2ο05(15) όπου 


- 2πί 
ζ -- οχρ(7” 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


17-γωνο κατασκευάᾶσιµο 


σαιςς 1/06 
-----------«Ὁ -Ὠ------ 


2π 
ο) - -- --ν17-- [34 -- 2917 -- 


ν 1797 - 34 - ον17-.2 [34 -ε 2917 


17-γωνο κατασκευάσιµο σαμςς 1796 


Ο (ααιςς έδειξε ότι οι ρίζες 
χπ -ί 
δίνονται µε ριζικά. 
Συνδεση µε Θεωρία «αἰοίς. 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πόσο είναι το άθροισμα όλων των 


αριθμών απὀτο 1 έωςτο 1002 
ο -927--------- 


Σε δευτερόλεπτα η απάντηση απὀτον μικρό «αιιςς: 


5050 
ή] 2 5 84 .. 90 
100 9ο Ὁδ 9/ 1. 


101 101 101 101 101 
5»0ΟΧ 101 Ξ5050 


ον ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Γενίκευση 
ἼίἾἶὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὤὅ,ἶ{ὥἐ, 


Γενίκευση: το άθροισμα όλων των αριθμών απὀτο 1 έωςτο 
Ίι όταν Ίι ἀρτιος» 
1 2 3 ων τι/2 


ιΓ1 πεί τ-τΓ1Ι Ίι - 1 
άρα το άθροισμα είναι 11/2 (π -ε 1). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


14 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Οι ακέραιοι του σαιιςς 


-...---μ-υ-ὐᾱ-) -..... 


Θ69Α(4 αποδείξεις 1799 πρὠτη, 1849 η τελευταία) 

Οι ακέραιοι του «αιιςς: α -Γ Ρίἱ ὀπου α, ῦ ακέραιοι. 

Προσοχή 5 (1 -- 2ἱ)(1 -- 2ἱ) δεν είναι πρὠτος σε αυτό το 
σύνολο! 

Η ιδιότητα της μοναδικής παραγοντοποίησης ήταν γνωστή 
απὀ την αρχαιότητα, βλ. «Στοιχεία» (Ευκλείδης). 

Ο ἄαμςς μελέτησε την ιδιότητα της μοναδικής 
παραγοντοποίσης σε συστήµατα αριθμών μεγαλύτερα από 
τους ακεραίους--- γιατί κατάλαρε ότι πιθανόν να υπάρχουν 
συστήµατα αριθμών που να µην την ικανοποιούν! 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Εικασίατου «αμςς:το θεὠρηµα των 
πρὠτων αριθμών 


π(χ) είναι ο αριθµός των πρὠτων αριθμών που είναι 
µικρότεροιτου χ 
τότε η συνάρτηση π(α) πλησιάζει ασυµπτωτικά τη 

ρα 


συνάρτηση οἳ 


Απόδειξη: 18996 ΗαάδηιβΓα, Ροιυςσίη (ανεξάρτητα). 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(αἱςς Και µη Ευκλείδια γεωμετρία 
σσ ------ 


(σαιιςς και µη Ευκλείδια γεωμετρία { σύνδεση του 59 

αξιώματος του Ευκλείδη καιτης έρευναςτου σαιςς, 

γεωµετρίες των Βοἱγαί 1823, ΙοραςΏενςΚκγ 1829, Βἰθπιαη) 
1829 Ε ... | 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


17 


Το ημερολόγιο του (ααυςς 


Εικόνα 4 


1/96-1514 

19 σελίδες, 

146 εγγραφές (περισσότερες 
απὀ αυτές σημαντικές 
μαθηματικές ανακαλύψεις) 


Δημοσιοποιήθηκετο 1898. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


[δα] /3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Ἰπλπὴ Θεσσαλονίκης 


6, Ε. σαιςς 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Υπογραφή του ααιςς 


α. 


Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


19 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/3) 
ας ϱ--... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

αε Εικόνα 1: "(αμ ΕγἰδςΓΙςΙ ααιιςς'' ΟΥ (οἴτιἰθὈ ΒΙΘΓΠΙΔΠΗΑ. 
ΝΝΠΤΠιαπη (ρΠοῖἵο) (αι[ὲ-(αςς||ςεΠαί[ῖ (αὐϊἴίπρεη 6.Ν. (Γοϊο: Α. 
ΝΠΤπιαΠΗ). Γἰεθηςθα Πας: Ριβ[ίς ἀοπιαίη νία ΙΛΙΚΙπιθαία 
(οΠηπιοης -ΠΙϊρ://εοπΊπιοης.ινἰκἰπιααία.οις/ ννἰκἰ/ΕἰΙ6:(αγΓ 
.ΕτγἰδααγἰεΏ «ααιιςς.)ρρηπιεαϊανίθννε/ΕἰΙ6:(αΓ]ΕγὶδααάγίεΏ (αιιςς.]ρρ 


ος Εικόνα 2: 'ἰςανίςίίοπες-δ00Ο"”. [ἰο8θηςθαά µΠαςι Ρωβ[ίο ἀοπιαἰη 
νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία (οΠήΠΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιααίἰα.οις/νν]κί/ΕἰΙ6:ἱςανἰςιίοηπες- 
500.]ρσηπιεαίανίανναι/ΕἰΙ6:Πἱςανὶςσ[ίοηες-δ00.ἱρΡ 


πως Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/3) 
ο... ϱ---... 


ος Εικόνα 3: 'Βεηαίχεη - (αΠ! Εγἰαάγίςῃ ααυ/ὸ, 18928" Ὀγ 
5ἱαρ[γίθοα Ποεῖ]ον Βεπαίχεη - ρωβρ[ίςσησαα ΙΠ "Ασιγοποπιίςσειε 
Νας[μγίοηίθη 1828. ΙΙοεθηςθα μπας: ΡωβΙίς ἀοπιαίη νἰα 
Λ/ΠΚπιααία (οπππιοης - ΠΙῖρ://εοΠηπιοης.ινἰκἰπιααἰα.οΓΡ 
/ννΙΚΙ/ΕἰΙ6:Βαπαϊίχεπ «(αΓ ΕγἰθαΓγίοη (δι56(3209Ε, 1828. 
ρσΗπιααἰανἰενναι/ΕἰΙ6:Βαεπαϊχεη «(αγ Εγἰθαγίοη (ααυμὐ6ς3 
909Ε, 158258.]ρρ 


ο Εικόνα 4: Πρ://ρρα(Ιονν.οἱορςροῖ.ρ(/2014/03/οη-ἱΠίς- 
αγ-ἰΠ-Πιαϊη-ΠιαΓγςη-30.Πἴπι 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/3) 
ο. τρ... 


οὰ Εικόνα 5: '"ἄαιιςς' «ἱρηαϊιμγθ' ΟΥ (3/| ΕΓἰΘθάΓΙΕΠ ααιςς - 
Πιίρ://Νννννν.Πιαϊηεπια[ἰΚ.εΠ/πιαϊΠεπιαϊἰκει/(σαυςς.Ιρρ. 
ΙΙαθηςθα µΠαθ: Ριμβἱίς ἀοηιαίη νία ΑΝ Πκἰπιθαία (οΠήπΊοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιααία.οις/ννἰκί/ΕΙΙδ:ααιιςςο027 σἰσηα 
ἵαγα.ρηρβΗπιεαἰανίεννθι/ΕἰΙ6:(ααιιςς2027 εἱρηαϊμίθ.ρης 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ -- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 8: Εμί6ι και ααυςς. 
Ενότητα 8.2: (αὐςς». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9: Αφηρηµμένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.1: Εισαγωγή 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜ Ὀ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΠΞΞ -. Πηρόγρυμμα για την ανόπι 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ  ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑ . 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«(9327 ----ἷ-ἵ---- 


ὧε Εισαγωγή. 

ὦωε Επιλύουσες και μεταθέσεις. 
ὧς (αἱοίς και Θεωρία Ομάδων. 

«ωε Οι ομάδες στο έργοτου «ααιςς. 
«ως Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδες του Ηαπιίιοη. 


«α Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠααάσκίπα. 


«ως ΕπΙΙγ Νοεῖϊῃειγ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


..-.-..--μυ--ᾱ- -....... 


ὧωε Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοοϊῃπεγι, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Πίσω στην Άλγεβρα... 
---.-.------....... 


Ἐωςτοτέλοςτου 1800 αιώνα, άλγεβρα ήταν η µελέτη 
πολυωνυμικών εξισώσεων (κλασσική άλγεβρα). 

Το 209 αιώνα η άλγεβρα έγινε η µελέτη αφηρηµένων 
συστηµάτων, συστηµάτων που καθορίζονται απὀ αξιώματα 
(μοντέρνα ἀλγεβρα). 

Η μετάβαση έγινετον 195 αιώνα. Τότε εμφανίστηκαν και 
αναγνωρίσθηκαν οι δοµές για οµάδες, για αντιμεταθετικούς 
Και µη δακτυλίους, για σώματα και για διανυσματικούς 
χώρους. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Οι τοµείς της αφηρημένης Άλγεβρας 
---ο ---- 


Οιτοµείς αυτοίτης αφηρημένης Άλγεβρας αναπτύχθηκαν 

παράλληλα και αλληλοεπηρρεάζοντας ο έναςτον ἀλλον. 

Για παράδειγµα 

». η θεωρία ααιοίς αφορά οµάδες και σώματα. 

». η αλγεβρική θεωρία αριθμών εμπλέκει οµάδες, 
αντιμεταθετικούς δακτυλίους, σώματα. 


». η θεωρία αναπαραστάσεων συνδυάζει οµάδες, µη 
αντιμεταθετικούς δακτυλίους, γραμμική άλγεβρα. 


προς ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Θεωρία ομάδων (1) 


-ᾱ --..... 


Η θεωρία οµάδων οφείλει την εξέἑλιξή της στις επόµενες 
πηγές: 

». Κλασσική άλγεβρα (Ι4ργαηρε 1770) Χ. 

». Θεωρία αριθμών (ααιςς, 1801)3. 

» Γεωμετρία (ΚΙ6ἰίη, 1874, πρόγραµµα του ΕΓΙβηρεῃ). 

». Ανάλυση (116 18974, Ροίπεατε και ΚΙ6δίη, 1876). 


(ος ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεωρία οµάδων (2) 


1ο5ερΗ-Ι ουἱς ΙΆργ8ηρε Ε6ΙΙχ ΚΙείη (απ! ΕγἰθάγίεΗ 6.55 
1736-1513 1777-1555 1777-1555 
Εικόνα 1 Εικόνα 2 Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


«9ο 3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεωρία οµάδων (3) 


Ηοθηγὶ Ροἰηςᾶ[θ 1954-1912 
Εικόνα 4 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Μι3Γίµς 5ορἠηις ο 1842-1899 
Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Τµήµα Μαθηματικών 


11 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
ἔἼίἾἶὅὁ  Ἱ ἹἼἦ{Ἴ{ἥἦὥὅἷἶἦὤἥἦ 


«ως (8Γ|Β. Βογε:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἰγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐύηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«αα Εικόνα 1: "Ιαργαηρο ρογίγαϊτ". [ἰεθηςθαά εµπΠαθι Ριωβθίίο αοπιαίη νία 
ΛΙΚἰπιεαία (οΠηπιοης -ΠΙϊρ://εοπηπιοης.ννἰκἰπιθαϊα.οιρ/ννἰκἰ/ 
ΕίΙ6:ἱ αρΓαηρςα ρογϊγα.]ρρηπιεαίανίθννε/ΕἰΙ6:| 4ρίαηρΡς6 ρογίγα(τ.Ιρρ 

«ωε Εικόνα 2: 'ΕθΙἰχ Καἰπ"'. [ἰοθηςθα µΠαει Ριωβ[ίς αοηιαἰηπ νία ΛΙΚΙπιααία 
(οπππιοης - ΠΙῖρ://οοπιπιοης.νκἰπιεαία.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙα:Εα6ἰἰχ ΚδίηΠ. 
ἱρορηπιααίϊανίεννει/ΕἰΙ6:Ε6Ιἰχ ΚΙδἰη.Ιρορ 

«ως Εικόνα 3: '(3/Γ| ΕΓἱθάΓίΕΠ ααιυςς'' ΟΥ αοϊτ[ἰθΏ ΒἰθΓΠΙάΠΗΑ. ΑΛ ΙΤπιαπη 
(ρΠοῖϊο)- σαμ[-αςθςςθ|ἰςε[Πα[ί αὔδ[ίηρθ6η 6.Ν. (Εοϊο: Α. ΙΛ Γπιαπη).. 
Ιίοθηςθα μπας Ριμβίς ἀοπιαἰη νία ΙΛΙΚκἰπιθαία (οπΊπΊοης 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οΓρ/ινΙΚΙ/ΕΙΙ6:(αΓ| ΕγἰθαΓἰεΏ (ααμςς.ΙρΡΗπι 
ααἰανίθννει/Εί]6:(αΓ| ΕγἰδεαάΓγίεῃ (ααμςς.Ιρρ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
---υ-υ-υ----υἘ--. 


ααὲ Εικόνα 4: "Ηεηγί Ροἰἱηςα[θ". Γἰεθηςθα μπάςι Ριβἱὶς αοπιαίη νἰᾶ 
/Ικἰπιθαία (οπηπιοης - ΠΤΤρ://οεοπΊπιοης.ΜΚΙπιθαἰᾶ.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6: 
Ηθεηγί ΡοἰηςαΓ6.ἱρρηπιεαίανίδνναι/ΕίΙ6:ΗεηΓί Ροἰηςα[6.ΙρΡ 


«α Εικόνα 5: "δορηυς 16' ΟΥ Ι μαννίκ 5ζαεἱηςκί - ΤΗἰς Π]ς ἰς |αεἰίηςρ 5οι/ςθ 
[η[ογηιαϊίοη. Ρί6ας6 θα[ῖ ἴΠίς [6'ς ἀθςεγὶρῖίοι απΠπα ργονἰαςῬ α 
ςΟυ/ΓςΘ.ΙΙοθηςθα μπας Ριβ]ίο ἀοπιαίη νία ΙΛ ΠΚἰπιεαία (οπΊπΊοης 
Πιϊρ://εοπΊπιοης.νν{κἰπιααἰα.οΓρ/ννἰΚΙ/ΕΙΙ6:5ορηις Ι16.ἱρρηπιεαίανίεννε 
Γ/Εἰ6:5ορΏις [6.ἱρ6 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.1: Εισαγωγή». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9: Αφηρηµμένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.2: Επιλύουσες και µεταθεσεις 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ον η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣ ΠΑ 
Φος (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
«(9327 ----ἷ-ἵ---- 


ὧε Εισαγωγή. 

ὦωε Επιλύουσες και μεταθέσεις. 
ως (ααἱοίς και Θεωρία Ομάδων. 

«ως Οι ομάδες στο έργοτου «ααιςς. 
«ως Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδες του Ηαπιίιοη. 


«α Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠααάσκίπα. 


«ως ΕπΙΙγ Νοεῖϊῃειγ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


..-.-..--μυ--ᾱ- -....... 


ὧωε Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοοϊῃμογι, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Κλασσική Άλγεβρα και |4ρ[αηρς6 
--------- ο... 


Εύρεση μεθόδων για την εύρεση ριζὠν πολυωνυμικώὠν 
εξισώσεων: 

Περιπτώσεις ανάλογα µετο βαθµότου πολυωνύμου. 
Βαθμός 2: μέθοδοι ήταν γνωστές απὀ την εποχή των 
Βαβυλωνίων (1600 π.Χχ.). 

Βαθμός 3 και 4: μέθοδοι δόθηκαν στα µισάτου 1600 
αιώνα. 

Βαθμός 5:το επόμενο κύριο πρόβλημα γιατους 
επόμενους δύο αιώνες. 

Αυτὀ ήταν και το θέµα της εργασίας του | αρ[αηρο (1770) 
«Εθ[ιοχίοης 5ιΙ/ |α Γαοςο]μῖίοη αἱρθργίαυμοας αθς θομαϊίοης» 


πο ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


]οςθρήῃ-ἰ ομἰς |. αΡΓαηβθ 


ΚΕΕΙΕΧΙΟΝ5 


δυς τὰ 


ΕΙΦΟΙΤΙΟΝ ΛΙΡΕΡΠΙΘὕΕ ΡΕ5 ῥΕ1ΑΤΙΟΝΦ 


{Αἴώνππες Δάόηνομεκ εἰς ἕ) Μιά ΡυχΩΝε εἷες Ἀπλππον ἲ Εν ει- ειν 
ας Βενῆκ, καπέφ «770 24 17η [3] 


Ιω Ἰηόυήε ἀεα ἐφρλίίσς «αἲ εἰς (οπίας [όν Ῥτῖεν ὃν [ Απαίγεε οε]]ν 
ψοῖοι νάς «τα ὀργοῖν αοημέήῖσ Ίος ῃ]ι ρείπέ ἀερτός ἐς ρετ[οοίῖοη οἱ 
βωγβοπ ἱπιρογίβηος οἳ ϱ4/ Ίη ταρ][τό 4ευ ρτυβγὶς Π11 [ε» Ῥεδρι ες» ἵπνειι- 
τεντν } οπὲ ΓΑΙΑ; ηναῖς η υοίφιν Ίρα Εόσπούιου αἱ 4οΠέ τει ἀεριήκ 
να θηῖ «ε5δό 49 ον αρρῄίαυετ, ἴ] φορ έαυι αυ ου ῥ /α6 Πευτς οἰΤοσίρ εἶεπή 
.. 1ο καροῦα 4Ἠ ων ῥουναῖς ἀέσίτεν, 0η α ἃ Ία γέηέ ὁρυϊοὸ ῥτευφύε Ίουε 
ο φυἱ Όώπεετῃε 1 οω1μ1ς ἆθν ῥημα ίοπα, Γευτ (4 ηΝβωτηα ἶσιας [ον οιημάῖ- 
ρῃα μώυρκραίσν ροῦΓ φω6 ευ μμ ρἱυσἰέμ!5 γοε]αςς Φου]εππομὴ ὑμο]ον, 
0 ωὐρμῖ οµ1ε6 εἶ]ως απ τυμίοῃ 4σήηπος, κε ἴω πιαηῖνγυ ἂν Ίτυμνες κνν 
νρήπυς, ἔε Γωγηις ὧν γαοίνοα ἴπιαρϊηρίγεν, οἱ ἵα Ολό]]νυύς ὧν ἴτυωπεγ ἰν 
τφΙσης ἂν σεἰίος Φμ1, φνοίφαε ρὐε]]έν. Νε ῥρύδεη ιοί 5115 πν ἔαεης ἵπιω- 
πο σα πο ο τόσίει ϱὐπύ τανκ ρους γε υμηικἶτε 
ψὶ (ου]νς εν γενν ἅ υπο ῥήμ Πίο) μοηῖ γέν]]ος ου πο. οί ρΗΗ κωγιώς 
Όχης [ὁ ῥγοµίε οὖν τουη]ήέη Ἰ! «ο]ἳ ν΄ οἱ ανοῖς ἂν μνώΠνος οἳ 4 πέµα- 


εἴνοκν οναῖς ον α Ἡ {ησάν ἃ Ρτενοηϊ ὀμνμν εὐμ]ε φἐποραίε ῥθις ἑομιαίτο | ο σ6 ρ ῃ . ιο υµ ἰς αρ Γαὰ ΠΡεα 


ο. ο ακοίν; ο ἐνὲ ἐν ὁ } Αρμύπής οι.) οομσο οἱ ος } ην. ον. 


κ λα δλδ ακθαοα ον ο Ἠθφηνι ον 0 Ῥλνόο ἂρε κ νίσας αμ, 1736-1813 
Εικόνα 2 


Εικόνα 1 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 


Ιασγαηρθ και αλγεβρική επίλυση 


των πολυωνυμικώων εξισώσεων 
---------- ο ---- 


Ο Ιαρ[αηρθ ανέλυσετις διάφορες µεθόδους για την 
αλγεβρική επίλυση των πολυωνυμικών εξισώσεων βαθμού 3 
και 4 που είχαν δοθεί (πέρα απότους Ιταλούς) απότους 
Νείςθ͵, Ὠεςσαγίες, Εωί6γ, Βοζοιἲ. 

Αντιλήφθηκε ὀτιτο κοινὀ στοιχείο αυτών των μεθόδων 
είναι η αναγωγή του προβλήματος σε ένα πρόβλημα 
εύρεσης ριζών µίας βοηθητικής πολυωνυμµικής εξίσωσης: 
ο. ὀταν η αρχική εξίσωση έχει βαθμό 3 η βοηθητική 

επιλύουσα εξίσωση έχει βαθμό 2. 
». ὀταν η αρχική εξίσωση έχει βαθμό 4 η βοηθητική 
επιλύουσα εξίσωση έχει βαθμό 3. 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Τύπος του (38Γά8ΠοΟ 


Αν 1, ύ τέτοια ώστε 


τότε 


είναι ρίζα της εξισωσης. 
Η βοηθητική επιλύουσα είναι 


ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Επιλύουσα εξίσωση (1) 


-..- ------ ᾱ------- 


Έστω ότιη { (4) έχει ρίζες αι,...,αμ τις οποίες προσπαθούμε 
να βρούμε αλγεβρικά. 
Βρίσκουµε την κατάλληλη συνάρτηση Κίά1,..., χι) και 
υπολογίζουµετις διάφορες τιµές της, όταν στην θέση των χι 
θέσουµετα αι µε κάθε δυνατὀ τρόπο. (Εμφάνιση της ιδέας 
της µετάθεσης ριζών). 
Έστω γι,...,Ύκ οι διαφορετικές τιµέςτης Κ{ά1,..., Χῃ). Τότε 
η επιλύουσα εξίσωση είναι 

οία)Ξ(α σι)... (α-ὖι) 
Ο βαθµόςτης σ(χ) είναι ίσος µε ᾖς. Το ζητούμενο είναι να 
είναι το | μικρότερο από τον βαθµότης { (1). 
Ιστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ο 


Επιλύουσα εξίσωση (2) 


--------ᾱ--ᾱ-...... 


Οι συντελεστέςτου σ(χ) εξαρτώνται απότα γι, τα οποία µε 
τη σειράτους εξαρτώνται απόὀτις ρίζες αι και τελικά απὀ 
τους συντελεστέςτου {(α). Το να βρεθεί η επιλύουσα 
εξίσωση είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη διαδικασία. 
Έστω ἀ4ερ {(α) Ξ 4 καιαι,...,αι οι ρίζεςτου {(1). 
Διαλέγουμε 

ΒίὰΧι, 12, Χ,Χ1) Ξ χιλ Ἔ χ4χ1 
Υπάρχουν 4|Ξ24 μεταθέσεις των 4 ριζὠν, δηλαδή πρέπει να 
υπολογίσουμε την συνάρτηση Δ({ά1,Χ2,Χ3, Χ1) 
για τις ρίζες 24 φορές. Για παράδειγµα 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


12 


Επιλύουσα εξίσωση (3) 


.-..--μ---ᾱ-) -.... 


Νίαι, αρ, αἲ, ἂχ) Ξ αια} Ἔ ἆἢαι 
Νία2,α3,αμαι) Ξ αρα. Ἔαιαι 
Νία2,αφαι,α2) Ξ ἆἢβαι Ἔαιαρ 
Νίαμαι, αλ, αἲ) Ξ αιαι Ἔ αλα. 
Νίαι,αἲ, αλ, αι) Ξ αιαλ Ἔ αρα 


κ.ο.κ.ε. (α --γιλία -γο)ία-- 3) 


και μπορούμε να ελέγξουμε ότι τελικά 
υπάρχουν µόνο 3 διαφορετικές τιµές. 


Έτσι ο βαθμός της επιλύουσας είναι 3. 


.) 


ν, 


.. Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 


. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


13 


Θεώρημα του |4ρΓ8ηρθ 


....---μ--ᾱ- -..... 


Ο Ιαργαηρθ απέδειξε ότι ο βαθμός {έετης επιλύουσας ενός 
πολυωνύμου βαθμού τι διαιρεί το /ι1. (αντιστοιχεί στο 
Θεώρημµατου |4ΡΓ8ηΡ8.) 


Επίσης απέδειξε ότι αναγκαία συνθήκη για την επίλυση 
της εξίσωσης βαθμού η είναι η ύπαρξη κάποιας 
επιλύσουσας βαθμού «τι. 

Όταν επιχείρησε για την εξίσωση βαθμού 5 βρήκε µόνο 
επιλύουσες βαθμού 6. 


Η συνέχεια µε ΒιΠΙΠί, Α06ἱ και (αα[οίς... 


πω Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


14 


πωΠΠί (1799) και ΑΡ (1824) 


ΡαοΙο Βι/ΠΠΙ 1765-1822 Νἰθεις Αρα 1802-1829 
Εικόνα 3 Εικόνα 4 
2 ν νι ρολο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


βωΠιΠί και Αρθἱ 


---.---.--μ-ὐἷι, 


Ο πω[Πήηἰ (1799) και ο Α06ἱ (1824) έδειξαν ότι δεν 
υπάρχουν επιλύουσες εξισώσεις βαθμού μικρότερου του τι 
όταν ο βαθµός της αρχικής εξίσωσης τι εἶναι 24. Το έργο 
τους συνέβαλε στην ανάπτυξη της θεωρίαςτων 
μετασχηματισμών. 


Η απὀδειξη του ΠπιωΠίΠί είχε λάθη. 


ρα Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
/ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7 Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


α Ἀ 


3) Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


(αμςην 1759 -1857 


Ο (αἱµςΏγ μελέτησε το έργο 
του ΚιΠήΠί και συνέβαλε 
ιδιαίτερα στην ανάπτυξη της 
θεωρίας των µεταθέσεων. 


Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


17 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
ἔἼίἾἶὅὁ  Ἱ ἹἼἦ{Ἴ{ἥἦὥὅἷἶἦὤἥἦ 


«ως (8Γ|Β. Βογε:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἰγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐύηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
---υ-υ---υυἘ--. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 
ὧωα Εικόνα 1: ΩΙῖρ://ΝΝνννν.ΠἱςΙοΓγ.Πιςς.ςἴαιπα.ας.µΚ/ΒοοΚκραρες/Ι 4ρΓαπροϱΘ.ρῖξ 


«ας Εικόνα 2: "Ιαργαηρο ρογϊγαϊτ". [ἰεθηςθαά μπας Ρυωβθίίο αοπιαίη νία 
ΜἠκΙπιθεαία («οπηπιοης - 
Πιίρ://οοπιπιοης.νν/κἰπιεαία.οΓρ/ινκἰ/ΕἰΙ6:ἱαργαηρα ρογϊγαϊτ.Ιρρηπιεαίανί 
ΘνΝΕΓ/ΕἰΙ6:Ι 4ρίᾶηΡ6 ρογίγα(τ.Ιρρ 


«ας Εικόνα 3: "ΒωΠίπί ραοίο” ϱΥ ΤΠίς ΠΙ6 ἰς ΙαεΚκίηρ αμἴΠο: ἱη[ογπιαϊίοῃ. - 
Πιίρ://οεηῖγος5.ρηῖίς.Πιες.ες/σἰειγαπηί/ἀεπιαϊῖςθςη8/αθπιαϊεςθ7/ορεἰοπες 
/αΡίας/βιΠιπηί/βω{Πηπί.Πϊπι. [ἱοθιςθα μπας Ριβ/ίς αοπιαίη νἰᾶ 
Νἠκἰπιθαἰία (ΟΠΊΠΊΟηΗς - 

Πιίρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:πιΠ]πἰ ραο(ο.]ρβΗπιεαἰανίθννα 
Γ/ΕἰΙ6:ΒιΠ]πἰ ραο[ο.]ρρ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
--- ου Ἐ-. 


«ωε Εικόνα 4: "Νίεἰς Ηεηγίκ ΑΡ6Ι2" Ὀγ 1ομαη (αφγοῖῖζ - ΕηρΙἰση ΝΝΙΚΙρααἰα 
(θη::πιαρα:Νίἰθἰς Ηεηγίκ ΑΡ6ἰ2.ΙρΡ. Ιἰεθηςθα μπας Ριβ[ίο αοηιαἰῃπ νία 
Μ/ἠκιπιθααία (οΠηπιοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.ννκἰπιααἰα.οιρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Νἰεἰς Ηεηγίκ Α062.ΙρρΗπιε 
αἰανίδνναι/Εί]6:Νϊ6εἰς Ηαεηγίκ Α06ἰ2.Ιρρ 


ὧωε Εικόνα 5: "Αιριςίϊπο (αἱΙΕΏΥ’ Ὀγ ΌΠΚποννη - ΤαΚ6η ΤΓΟΠΙ ἃ ὈοοΚ.. 
ΙΙοθηςθα μπας Ριβίς ἀοπιαίπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπήπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰΚΙ/ΕΙΙ6:Αιριισίἰπα (αμεγ.]ρσΗπιεαί 
ανίθννει/ΕἰΙ6:Αιωριιςίίπα (αµςΗΥ.]ρς 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.2: Επιλύουσες και μεταθέσεις». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ενότητα 9: Αφηρημένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.3: αα[ἰοἰς και Θεωρία Ομάδων. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ , 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ον η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣ ΠΑ 
20Η (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
(9327 ----ἷ---- 


ος Εισαγωγή. 

ος Επιλύουσες και μεταθέσεις. 

«ος (αἰοἰς και Θεωρία Ομάδων. 

ος Οι οµάδες στο έργοτου «ααιςς. 

«ὲ Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδεςτου Ηαπι[ίοη. 


ας Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοααάσκίπα. 


ος ΕΠΙΙΥγ Νοαῖπεγ, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἼἔἼἾἶἶΐόω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{Ἴ{ἄ.Ἴ... ἍἈ 


ας Ο σκοπός αυτήςτης ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοοϊῃμαγι, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


(αἱοίς (1) 
-------ᾱἷ..--.... 


Για τον (αἰοἰς το κύριο ζήτημα ήταν να καταλάβει τις 
γενικές αρχές. Θεωρούσε ότι οι υπολογιστικές μέθοδοι είχαν 
γίνει τόσο περίπλοκες που πρόοδος µε αυτόν τον τρόπο 
ήταν αδύνατη. 

Για τον (αἰοἰίς υπήρξαν δύο ζητήματα: 

1. αντιστοιχία ομάδων και σωμάτων 

(θεωρία (αἰοίς) 

και 

2. εφαρμογές για την επίλυση των εξισώσεων, 

--- πότε οι ρίζες ενός πολυωνύμου εκφράζονται 
αλγεβρικά. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


(αἱοίς (2) 
σι ----- 


Ο ααιοΐς πρὠτος χρησιµοποίησετον ὀρο ομάδα: 


Μία συλλογή απὀ μεταθέσεις που το γινόµενοτους ανήκει 
σε αυτή τη συλλογή. 

Έδειξε ὁτι οι ιδιότητες µίας αλγεβρικής εξίσωσης 
συνδέονται άµεσα µετηςιδιότητες µία ομάδας µεταθέσεων. 
Η ομάδα αυτή αποτελείται απὀ εκείνεςτις μεταθέσεις ριζὠν 
που δεν αλλάζουντις σχέσεις ανάμεσα στις ρίζες. 

Για να περιγράψει αυτέςτις ιδιότητες ανακάλυψε την 
έννοια των κανονικὠν υποομάδων και των οµάδων πηλίκα. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


(αἱοίς (3) 
σα ---ἵ-- 


Παρατήρησε ότι η ύπαρξη επιλύουσας είναι ισοδύναμµης 
µε την ύπαρξη κανονικὠν υποομάδων µε κατάλληλους 
δείκτες. 

Το έργο του γράφτηκετο 141830 και εμφανίστηκε το 1846 
(/ ομἱνί]). 

(0Ο ζ8γΙ6γ το 1854 έδωσετον 
πρὠτο αφηρημένο ορισμό ομάδας) 


Εικόνα 1 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕναΓἰςῖς (αα[ἱοἰς 


Εναγἰὶςῖο (ααΙοἱς 
25 Οο6ἵ 1911- 31 Μαγ 1832 
Εικόνα 2 


Βοι/ρ-ἱα-Βεἰπθα 
Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


ο, 5) }4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
ερ Θεσσαλονίκης 


Οι γονείςτου 
ἔἼἾἶΐω.  .Ἱ ἹἼ{ἦ{ἄ.Ἴ.. 


Οι γονείςτου: 

Μορφωμένοι και σκεπτόµενοι: (Φιλοσοφία, Φιλολογία, 
θρησκευτικά). 

Ο πατέραςτου: Δημοκρατικός και Δήμαρχος του Βοι/ρ-ἱα- 
Παιπο 1814. 

Η µητέρα του: κόρη δικαστή, πρὠτη του δασκάλα (έωςτα 
12) ελληνικά, λατινικά, θρησκευτικά. 

Καλός µαθητής έωςτο 18285. Επανάληψη τάξηςτο 1826 
(έμεινε στα ρητορικά). 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ι6ρθπα{οθ-(α[οίς 


-----.---..... 


1826: βιβλίοτου Ι6ρ6πα[θ «Στοιχεία της Γεωμετρίας» 


«Είναι το πάθος των μαθηματικών που τον έχει καταλάβει. 
Πιστεύω ότι θα ήταν καλύτερα για αυτόν αν οι γονείς του 
του επέτρεπαν να μελετήσει µόνο τα μαθηματικά. Χάνειτον 
χρόνο του εδω και δεν κάνει τίποτα άλλο απότονα παιδεύει 
τους δασκάλους του και να τιμωρείται.» 


«παράξενος, κλειστός...» 
«πρωτότυπος, ὀχι µμεθοδικός» 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


12 


Νεανικά διαβάσµατα-Επιρροές 


΄ 


ἱαρεηαΓθ 1752 - 1833 
Εικόνα 4 


ν Αριστοτέλειο 
3) Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Α06θ 1802 - 1829 
Εικόνα 5 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΙαρΓαηρε 1/36 -- 1813 
Εικόνα 6 


τα 


Εεοἰς Ρο]γίθομηίαιιθ 


------.-...... 


.. 1828 ἔεοίθ Ροἰγιθεµπίαιθ 
». 1829 /[τραγικός θάνατος Διπλή αποτυχία... 
πατέρα του) το Καλύτερο ανώτατο ἱδρυμα της 
αν εποχής, 
.. Μεγάλο πολιτικό Φοιτητικό κίνημα 
Πανεπιστήµιο 
κ ο, Ἱ | 
ν . 
Εικόνα 7 
Εικόνα 8 
η Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 14 
|). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


(αµςην - ΓοιΓίθί 
------- .----..... 


(8ΙΙΕΠΥ ΕοιγίθΓ 
1789 - 1857 1768 - 1830 


απόρριψη --υποβολή της εργασίαςτο 1830... 
Εικόνα 9 το χειρόγραφο δε βρέθηκε ποτέ 
Εικόνα 10 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


πο 


Ροἰςςοη 


---ᾱ--.... 


ο. 1830: Το µεγάλο βραβείο 
της Ακαδημίας 
αποδίδεται στον Α06| και 
στον |αςοῦΙ. 


». Η εεργασίατου αα[οὶς δεν 
βρέθηκε ποτέ. 

ο 1831,η δουλειάτου 
(αἰοἱς απορρίφθηκε 
ακόµα µία φορά απότον 
ΡοΙςςοη... 


Ροϊςςσοη 1751 - 18540 
Εικόνα 11 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρμπων Αριστοτέλειο 
«μπω ὶ 


Φυλακή 
σςο9227------- 


Αποβολή απότην ΕΝςΣ: Δεκέμβρης1830, λόγος: πολιτικό 
γράμμα, υπογεγραμμένο, κατά του διευθυντή της Σχολής 
στο («αζεῖῖθ αες Εεο[ες. 

Φυλακή 


ας Μάιος 1831, λόγος: απειλή κατά του βασιλιά, χρόνος 
Φυλάκισης: 1 μήνας. 


ος Ιούλιος 1831 (ηµέρα της Βας1[6) λόγος: στολή των 
Δημοκρατικών Φρουρών (και µε πιστόλια, τουφέκι, σπαθἰ..) 


χρόνος Φυλάκισης: 6 µήνες. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Φυλακή της Αγίας Πελαγίας 
σα ---- 


.. Στη φυλακήτης Αγίας Πελαγίας ο ααἰοίς 

έλαβε την απόριψη απὀτον Ροἰἱςςσοη: 

«το επιχείρηµα του συγγραφέα δεν είναι σαφές οὐτε αρκετά 
ανεπτυγμένο για να αποφασίσουµε ὡς προςτην ισχύ του.... 
Προτείνουμε ο συγγραφέας να δημοσιεύσει το έργοτου στο 
σύνολό του για να μπορέσουμε να διαµορφώσουμε 
οριστική ἀποψη.» 


Απόπειρα αυτοκτονίας.... 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


18 


.. Αριστοτέλειο 


Ανάρρωση απὀ χολέρα 
σσ ---- 


Απρίλιο 1832, ανάρρωση 
απὀ χολέρα. 


Εικόνα 12 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


19 


Θάνατος 


---.---...... 


30 Μαΐου 1832: μονομαχία, ένα µήνα µετά την 
αποφυλάκιση... 


29 Μαΐου 1832: ολονυκτία γιατο περίφημο γράµµα στον 
φίλο (Ποενα[ίαί. 


Τελευταία λόγια στον αδελφό του ΑΙΓα6α: 
ΝΘ ρΙθΘιΓθ ρας, Α//Τθα |.) αἱ βοςοίῃ ἄθ ἰουί 


ΠΊΟΠ «ΟιΓαΟθΘ ρου πποιΓΙΓ ὰ νἰποῖ αης | 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


20 


Σηµείωση στο γράµµα προςτον 
(Ποενα[Ιθ:: 


ποτ τσ 


ρ.. ο «υπάρχει κάτι να προστεθεί για να 


ο ο-γ ἕως, ολοκληρωθεί αυτή η απὀδειξη. 
9 ο ὰκ - να δν μα ) Δεν προλαβαίνω.» 
δν Εικόνα 13 


Σηµείωση στο γράµµα προςτον (Πενα[ίεγ: 
«Ρώτα τον αεοβί ή τον ἄαμςς για την γνώµη τους, ὀχι ως προς 
την ισχύ των όσων γράφω, αλλά ως προςτην σηµασία αυτών 
των θεωρηµάτων. 
Αργότερα ελπίζω ότι θα υπάρξουν κάποιοι που θα θεωρήσουν 
καλό να αποσαφηνίσουν όλα αυτά....» 


| ) ὴ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Ἶ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αναγνώριση 


ως 1843: [Ιομνί]]α, 


«ως 16546: Δημοσίευση οιωΓΠα 
αθς πιαϊῃόππαϊίσαιθς Ρι/θς 
οἱ αρριἰσιµόος. 


ιΙουν]]]ο 1809 -- 1882 
Εικόνα 14 


ἱστορία των Μαθηματικών 2) 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/4) 
---υ-υ-υ---Ὁϱϱ.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 


αὲ Εικόνα 1: ΠΙῖρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιααἰα.οιρ/ννἰκί/ΕἰΙ6:ΑγίΠιΓ (3γΙεγ.]ρς 
Ηπιααἰανίεννει/ΕἰΙ6:ΑγίΠιΓ (3γΙεγ.]ρς 


αι Εικόνα 2: '"αα[οίς'. [ἱεθηςθα µπάςε: ΡιΟ[ίο ἄοππαίη νία ΑΛ/Κἰπιθαία (οΠήππΊοης 


Βοϊηοθ Πιαρ.νρΗπιθαἰανίδνναι/ΕἰΙ6:Βου/ρ-ἱα-Βαΐηθ ΠΙΡ.ονρ 


σὲ Εικόνα 4: "Ιοιμῖς ἰ οροπάΓα" ΟΥ ΕΓαηςοίς 5όγαρῃίη Ώοθίρεςῃ - ποῖ ρίνεη. 
Ι1οθηςθα μπας: Ριβ]ίο ἀοπιαίη νία ΙΛΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 


6: ουμἰς | 6ρεηα{6.ΙρΡ 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/4) 
---υ-υ-υ---υουἘ-. 


αὲ Εικόνα 5: "ΝΙεις Ηαηγίκ ΑΡα|" ΟΥ )οΏαπ ασιρίϊζ - ΟΓἱβἰπαΙΙγ αρἰοααεα ἴο 
Εηρ]ίσῃ νν]κἰρααία 
Όγεη:ἰ)ς6γ:ΡΙαάαςί,Ωῖῖρ://νΝνννν.πιαϊη.µἱο.Πο/αἰν/αΡεἱΚκοηΚιΓΓαΠς6Π/. [ἰεθης6α 
μπας: Ριβ[ίο αοηπιαἰη νία ΑΛ Ικἰπιθααία (οΟΠΙΠιοης 


(/ΕἰΙ6:Νἰαεἰς Ηθηγίκ Α0θ|.]ρς6 


σὲ Εικόνα 6: "Ιαργ4ηρο ρογϊγαϊτ". [Ιεθηςθα μπας: Ριβ[ίο ἀοπιαϊη νία ΑΛΙΚΙπιθαϊα 
(οήππΊοης 


/ΕΙ6:ἱ 4ρΓαηρε ρογίἰγαϊἰτ.Ιρρ 


αι Εικόνα 7: '"ααΐοίς'. [Ιεθηςθά μπας Ριβἰἰς αοπιαϊἰηπ νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπιπποης 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/4) 
ο... Ἱ,᾿Ὠὑρϊὓµ.ς,..14ρ-.-.. 


«αὲ Εικόνα 8: 'Εεοίο ΡοΙγῖοεμηϊαυο ΕΓαηςθ «66η {ΓΟΙ ἰαΚκα 0503389". Ιἱεθηςαά 
μΠαςθ: (Γθαῖίνθ 6οπππιοης ΑἴἰγίουΠίοη-δΠ8Γ{θ Αἰίκθ 3.0 νία ΜΝΙΚΙπιθαία (οΠΊπιοης 
ΠΙ{ρ://εοπιπΊοης.ννἰκἰπιθαἰα.οισ/ννκἰ/ΕἰΙ6:Εςεοἱο Ροἰνγίθοεημπίαιθ ΕΓδηςθ «Θθ6η Ἐ 


ΓΟΠΙ ΙάΚο Ὠ5(ς03359.ΙΡαΗπιεαἰανίδννει/ΕἰΙ6:Εςοἱθ Ρο]γϊεεηηπίαιε ΕΓαηπςςθ 566 
Ώ ΤτΓοπι Ίάκο Ὀ5δ(ς03359.1Ρ 


ᾳὲ Εικόνα 9: "Αιωρυςῖϊπο (αιςΗΥ’ ΟΥ Όπκποννη - ΤαΚ6η ΤΓΟΠΙ 4 ΡοοΚ. 


ΙΙοθηςθα μπας ΡωβΙἰς αοπιαίη νία ΝΛΙΚἰπιεαία (οπιπιοηςΠ!ἴρ://6ΟΠΊΠΊΟης. 
ννἱκἰπιεαία.οιρ/ικἰ/ΕΙΙ6:Αωριςίίπε (αμςΠΥ.ἱρρΗπιεαίἰανί6εννε/ΕἰΙ6:Αιωριςίίπο 
(αιΙεΏγ.Ιρ6 


ο. Εικόνα 10: '"ΕουγίειΖ" ΟΥ ΟΓἱρἰπαι µρἰοαάςε/ ννας ς6υ:Βιιηζί] αἲ 6η.ννἰκἰρθαία - 
ΟΓἱρἰΠαΙΙγ {γοπῃ εμ.ννἰκἰρααία; αθςογἰρϊἰοη ρ8ρ86 ἰς/ννας ΠΘΓ6.. [ο8ηςθ6ά µΠά6Γ 
Ριβ[ίο ἀοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 

ΩΙ τρ://εοπιπιοης.νκἰπιθαία.οιρ/νν]κἰ/Εἰα:ΕοιγίθΓ2.ΙρρΗπιθαἰανίθννοι/Εἰ6:ΕοιιΓἱ 


6Γ2.Ιρρ 


πνν Αριστοτέλειο 


Α ἱστορία των Μαθηματικών 
κ 3 Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/4) 
--- ου Ἐ-. 


σὲ Εικόνα 11: "5ίπιθοη Ροἰςςσοη" ΟΥ ΕΓαηςοίς 5όγαρΠίη ὨΏσδίροεςῃ - 
Πίίρ://Λ/ΘΟΔ.ςἰἱ.οαιι/5ΙΙ/δεἰεητϊ[ίς-ἰαθειΤίἳγ/αἱςρίαγ Γεςυ[ῖς.ο[πιραἰρΏα 5ογῖΞλΑ. 
ΙΙαθηςθα μπας: Ριβ|ίς ἀοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊΠΊοης - 


5ΙΠΊΘΟΗ ΡοἰςςοΗ.ΙΟΡ 
αᾳι Εικόνα 12: 
Πίο: //νΝννννν.οαις.τς.μ|.ρί/ἀοςθηϊῖςς/οροπΙΏο/ςαθηιἰηαγίο/ραἰοἰς/ιπιβρος/1111.ἱ 


ο 


Εικόνα 14: "Ίο56ρῃ ΙΙουνί]θ' ΟΥ ΤΠίς Εἱ6 ἰς Ιαεκίης αιίΏοι ἱη[ογηιαϊίοῃ. - 
Πιίρ://ΝΝνν.ΠιαϊΠ.ςµηγςϱ.6α/. Γἱοθης6α μπας ΡωβΙἰς αοπιαίη νία ΛΙΚἰπιεαία 
(οππΊοης - 


ο 


6:]οξθρῃ Ιἰομνί]6.Ιραρ 


αν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
λ 


δ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.3: ααἰοίς και Θεωρία Ομάδων». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
-- Ἡ ι ΞΞ ΙΤ ονόπτωξα, 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο -- ΤΑΜΕΙΟ 
ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ε. ϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9: Αφηρημένη Άλγεβρα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.4: Οι ομάδες στο έργοτου «ἄαμςς. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ , 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ον η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣ ΠΑ 
20Η (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
(9327 ----ἷ---- 


ος Εισαγωγή. 

ος Επιλύουσες και μεταθέσεις. 

«ος (αἰοἰς και Θεωρία Ομάδων. 

ος Οι οµάδες στο έργοτου «ααιςς. 

«ὲ Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδεςτου Ηαπι[ίοη. 


ας Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοααάσκίπα. 


ος ΕΠΙΙΥγ Νοαῖπεγ, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
ἼἔἼἾἶἶΐόω. .Ἱ Ἴ{Ἴ{Ἴ{ἄ.Ἴ... ἍἈ 


ας Ο σκοπός αυτήςτης ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοοϊῃμαγι, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Πίσω στο ξεκίνηµα της Θεωρίας 
Ομάδων 


(αιιςς 
1777-1555 


Εικόνα 1 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ον ὴ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης 


Θεωρία Αριθµών και ααυςς 
σσ ω ----- 


Στο έργοτου «Πἱςαιισίτίοης...» (1801) βρίσκονται οι απαρχές 
της θεωρίας των πεπερασμένων αβελιανών ομάδων. 
Οι οµάδες εμφανίζονται σε 4 μορφές: 
1. ακέραιοι Πιοαμµ|ο Πῃ, 
2. ακέραιοι που είναι πρὠτοι προς το πι, πιοαιο πι, 
3. κλάσεις ισοδυναμίας διγραμμικώὠν συναρτήσεων βαθμού 2, 
4. το σύνολο των π-στών ριζών της µονάδας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


σαιιςς Και ιδιότητες των οµάδων 


-....--μ--ᾱ- -..... 


Ο ααιιςς απέδειξε σημαντικές ιδιότητες των οµάδων (χωρίς 
όμως να χρησιμοποιήσει την ορολογία της θεωρίας 
οµάδων). 
Παραδείγματος χάριν έδειξε ότι οι µη µηδενικοί ακέραιοι 
πιοάιµ[ο ϱ είναι δυνάμεις ενός στοιχείου, δηλαδή ὁτι 

Ζγ Ξ (α) 
Και ότι ο αριθµός των στοιχείων Ίιοάιµίο Ώ που μπορούν να 
παράγουν όλα τα υπόλοιπα είναι ίσος µε φ(ρ -- 1). 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


σαιιςς και διγραμµική µορφή 
-----.-----....... 


Μια διγραµµική µορφή βαθμού 2 εἶναι µία έκφραση {(ᾳ, γ) 
έτσι ὠστε 

Γ(α, γ) Ξ αχ” -Ε ΡΧΥ «Ε ογ΄”,α,ῦ,ς εὔ. 
Το κύριο ερὠτηµα εκείνης της εποχής ήταν να βρεθούν όλοι 
οι ακέραιοι πι που να είναι δυνατὀν να γραφούν µετον εξής 
τρόπο 

Γ{,γ) Ξπι 

για κατάλληλα χ, Υ. Ο ἄαιμςς απέδειξε ότι µπορεί να οριστεί 
σύνθεση τέτοιων μορφών και ότι αυτή η σύνθεση 
αντιστοιχεί σε «πράξη στοιχείων µίας αντιµεταθετικής 
ομάδας». 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ο Θεσσαλονίκης 


π 
απο Ὢ 
Αλ ο ὴ 
μὴ 
αμ] 


(αιιςς και αφηρημένη ομάδα 
σσ ω ---- 


Ο ᾳαμυςς δεν Φαίνεται να εἰχε την έννοια της αφηρημένης 
ομάδας. 

Παρόλο που οι τεχνικές του ήταν γενικές, αντιμετώπισε 
την κάθε περίπτωση ομάδας (απότις 4 που εμφανίζονται 
στη δουλειά του) χωριστά. 

Δεν είχε µία μέθοδο που να εφαρµόζεται σε ὀλεςτις 
περιπτώσεις. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
«9227 ------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα ς. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ὈἰΓΚ οϊγμϊις, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 
----- ο... 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

σα Εικόνα 1: "(αγ ΕγἱθαΓίεῃ (αιιςς' Ὀγ (οἵἴ[ΙθὈ ΒΙΘΓΠΙΔΠΠΑ. ΝΛΙπιαπη (ρΠοῖο) - 
(αιι[ὲ-αςςς|ἰςςΠα[ί αὐ[ίηρεη 6.Ν. (Εοϊο: Α. ΑΛ ζπιαπη).. Γἰεθηςθα πάσι ΡμβΙίς 
αοπιαἰπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης 
Πτίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:(αΓΙ ΕγἰδαΓγίεηῃ (αμςς.]ρρηπιεαϊίανίς 
/6Γ/ΕίΙ6:(αγ| ΕΓγἰααάγίεῃ (ααιιςς.Ιρ6 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.4: Οι οµάδες στο έργοτου (αιμςς». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 
-- Ἡ ι ΞΞ ΙΤ ονόπτωξα, 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο -- ΤΑΜΕΙΟ 
ΒΥ 


9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ε. ϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9: Αφηρημένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.5: Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι: οι 
τετράδες του Ηαπιίήοη. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ω 
ΕΚΠΛΙΛΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
--Ύ 2007- 2013 (ος) (1) (ο) 
ΗΞΞ Ι. Πρόγριμμα το σα 
ΠομΕῦ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ᾱ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΙ στοά 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἼἐἼῖτ-Ἶ”ἾὃἹὙὁ. ...Ἱ ἹἼἥἼἥ“ἥἄ. Ἴ{ἦἔῆ 


ας Εισαγωγή. 

ος Επιλύουσες και μεταθέσεις. 

ος (α[οἰς και Θεωρία Ομάδων. 

ος Οι οµάδες στο έργοτου «ααιςς. 
αὲ Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδεςτου Ηαπιίίοη. 


ᾳὰὲ Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοααάσκίπα. 


ος ΕΠΙΙΥγ ΝοςαῖΠπεγ, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«9227 ------- 


«ας Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοείῃει, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Η μετάλλαξη της Άλγεβρας 
η µεγάλη στροφή 


Οι ακέραιοι του «αιιςς Οµάδες (1832) Τετραδικοί αριθμοί (1843) 
(1829) Εικόνα 2 Εικόνα 3 
Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Θεωρία Δακτυλίων 
µἔἼΙἾίἶω . Ἴ{ἄἀἄ.ἼἄἼ.. 


Αντιµεταθετικοί Δακτύλιοι 


Ξεκίνημα: αλγεβρική θεωρία αριθμών, αλγεβρική 
γεωμετρία, θεωρία αναλλοιώτων. 


Μη Αντιµεταθετικοί Δακτύλιοι 


Ξεκίνημα: τετραδικοί αριθμοί του Ηαπι[ίοη (1843). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Τετραδικοί αριθμοί (1) 


Οιτετραδικοί αριθμοί είναι στοιχεία της µορφής 
α--θί--ο]Γακτ:α,ῤ,οαεικ 
Η πρὀσθεση τους γίνεται ανα συνταταγµένη: 
(αι -- θιἱ -- οι -- αι) -Ε (α2 -Γ οἱ -- ο. -- ἆλ]ς) 
Ξ- (αι -Ἔ αλ) -ἵ (01 -- θο)ί -- (αι -- ολ)] -- (αι -- ἆλ)κ 


ενώ ο πολλαπλασιασμὀς τους ικανοποιεί τις σχέσεις: 


Εικόνα 4 


ων Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Τετραδικοί αριθμοί (2) 
------ᾱ--...---. 


ἵΞιθκξυκξ-ι 
[] -- Κ,Ικ -- ἱ, εί -- ] 
όπου 
Π -- --κ,Ιε[ -- --ἰ,ἰκ-- --] 
Το σύστημα αυτὀ ικανοποιεί ὀλουςτους κανόνες που έχουν 


οι πραγματικοί και µιγαδικοί αριθμοί εκτός απὀ την 
αντιµεταθετικότητα του πολλαπλασιασμού. 


ἱστορία των Μαθηματικών 10 
Τµήµα Μαθηματικών 


Τετραδικοί αριθμοί (3) 
σσ -- 


Ένας άλλος τρόπος για να γράψει κανείς τους τετραδικούς 
αριθμούς είναι σαν τετράδες: 
(α.0,σ,ᾶᾷ):ταιθισοαςεί 


Έτσι ὧστε η πρόσθεση να γίνεται ανά συντεταγµένη ενώ ο 
πολλαπλασιασμός προκύπτει ως 
(αι, Ρι, σι, ᾱι)(α», ρ., (2, ἆρ) 
-- (αια» -- Ρι0. κ... 2 κ... ἆιμα», αιθ» .. αρῦι .. σι» 
μας ἆι62, -- κ.) 


ἱστορία των Μαθηματικών 11 
Τµήµα Μαθηματικών 


Τετραδικοί αριθμοί (4) 
σσ --- 


Πρέπει να σημειωθεί ότι 
όταν οι τελευταίες δύο 
συντεταγμένες είναι μηδέν, 
τότε ἐχουµετους μιγαδικούς 
αριθμούς. 

Η αρχική προσπάθειατου 
Ηαπηίοη ήταν να επεκτείνει 
το σώµα των μιγαδικὠν σε 
τριάδες αλλά κατάλαβε ότι 
αυτό δεν ήταν δυνατό να 
γίνει. 


Εικόνα 5 


- νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 12 


 Β Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τετραδικοί αριθμοί (5) 
σσ -- 


Ακολούθησαν πολλά καινούργια παραδείγματα όπου ο 


πολλαπλασιασμός δεν ικανοποιούσε την αντιµεταθετική 
ιδιότητα. 


Για παράδειγµα στον πολλαπλασιασμό των τετραγωνικών 
πινάκων ((9γΙ6γ 1855, 18589). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


13 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
σοος“ς.ςϐςςςςςςςυο 9227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/2) 
--- ου. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

σὲ Εικόνα 1: "αγ! ΕγἰοάΓἰεΗ (ααιιςς'' ΌΥ (αοϊτ[ἰεὈ ΒΙΘΓΠΙΑΠΠΑ. ΑΛΙἴπιαπη (ρΠοϊο) - 
(αιι[ἑ-ααςθ||ςεΠα[ί αδ[τίηρεη 6.Ν. (Εοϊο: Α. ΑΛ ζπιαπη).. Γἰεθηςθα πάσι ΡμβΙίς 
αοπιαἰπ νία ΙΛΙΚκΙπιθαία (οπΊπΊοης 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:(αΓΙ ΕγἰδαΓγίεη (αμςς.]ρρηπιεαϊίανίς 
/6Γ/ΕίΙ6:( αγ ΕΓγἰοάγίεῃ (ααιιςς.Ιρς 

αὲ Εικόνα 2: "αα[οίς'. [Ιοθηςθαά μπας Ρµβ[ίο ἀοπιαίη νία ΜΛΙκΙπιεαἰα (οΠήπιοης 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙε:(ααἰοίς.ΙρσΗπιεαἰανίεννεΓ/ΕΙΙ6:(αἱοίς. 
-ρ8 

σὲ Εικόνα 3: "ΝΗἠαπιβονναηΗαπιίοη" Ὀγ ὑΠί«ποννη - ΠΙτρ://πιαϊπεηιαϊϊκ- 
οη/ἰπα.αε/ΕΖ77.Πῖπη. 
Ιίοθηςθα μπας Ριβ]ίο αοπιαίπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πίίρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιααἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:ΛΠΙἰαπιβονναπΗαπιίήοη.ΙραρΗππεαί 
ανίθνναι/ΕἰΙ6:ΝΛ/ΙἰαπιβονναπΗαπιί{οη.]ρας 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/2) 
ο «ο -υ -υὺυ- 


ο Εικόνα 4: "ΙΛΙαπιβονναπΗαπι[]ῖοπ" ΟΥ ηίκποννη - ΠΙῖρ://πιαϊΠεηιαϊίκ- 
οη(ἰπςα.αθ/Ε77.Πῖπι. 


Ιίοθηςθα μπας Ριβ]ίο αοπιαίπ νία ΙΛ ΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:λΛ/ΙἠαπιβονναηΗαπι/[ἴοη.ΙραρΗπιεαί 
ανίθνναι/Εἰ]6:ΝΛ/ΙἰαπιβονναπΗαπιί{οη.ἱρος 


ᾳαὲ Εικόνα 5: "Βγοοπι ῥγίάρο ρἰασαιμα" Ὀγ ΟΓἱρίπαι µρἰοβάθ/ ννας ΙΛΙςΠε: αἲ 
θη.νἰκἰρθαία - Τγαηςίθγγθα {Γοπι θμ.νν]κἰρθαία; ἵγαησίθγιγθα ἴο (οΠπΊΠπΊοης ὮΥ 
[ςαυγ:Ργαπιθαϊϊαϊθα (Παος μσίηρ (οπιπιοηςΗθἱρει.. [Ιοεθηςθα μπας Ριβ|ίς 
αοπιαἰηπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία («οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:Βγοοπι Ὀγἰάρα ρἰααια.ΙρρΗπιεαϊανί 
Θνν6Γ/ΕἰΙ6:ΒΓοοπι Ργίάρς ρἰααιμθ.]ρς 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.5: Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι: οι τετράδες του 
Ηαπηίοη». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ/ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Ενότητα 9: Αφηρηµμένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
ποπ σπα τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.6: Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και 
μοναδική παραγοντοποίηση στο έργοτου 
Γσαασςκίπα. 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ | 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΣ ΠΑ 

πας οι Ἠ 2007-2013 (ος) (ϱ) (ο) 
ΗΞΞ ΙΙ. Πηρόγρυμμα για την ανάπτυξη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΒ ΠΛΙΛΕΙΛΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἼἐἼῖτ-Ἶ”ἾὃἹὙὁ. ...Ἱ ἹἼἥἼἥ“ἥἄ. Ἴ{ἦἔῆ 


ας Εισαγωγή. 

ος Επιλύουσες και μεταθέσεις. 

ος (α[οἰς και Θεωρία Ομάδων. 

ος Οι οµάδες στο έργοτου «ααιςς. 
αὲ Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδεςτου Ηαπιίίοη. 


ᾳὰὲ Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοααάσκίπα. 


ος ΕΠΙΙΥγ ΝοςαῖΠπεγ, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«9227 ------- 


«ας Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοείῃει, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


σον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
ὃν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Αντιµεταθετικοί Δακτύλιοι 
σος 22------ 


Αλγεβρική Θεωρία Αριθμών: παρόλο που τα κύρια 
προβλήµατα είχαν τεθεί ὡς προςτους ακεραίους, για την 
επίλυση τους φάνηκε ὁτι έπρεπε να σκεφτούντους 
ακεραίους ὡς κομμάτι πιο γενικευµένων συστηµάτων 
αριθμών, τους «αλγεβρικούς ακεραίους». 


Ένα απότα κύρια ζητήματα που τέθηκε ήταν η ιδιότητα της 
μοναδικής παραγοντοποίησης. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ὀοδοσθκίπα 
ο. Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἦἵ{ἦὤὥ,ὅ,ἷ,ἷ,η 


Το υποσύνολο των μιγαδικών αριθμών 
ία -Ε ἱννδ:α,ῦ εἶ] 


είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον 
πολλαπλασιασμό. 


Όμωςθ6ξ2κχ32- 1 .. ἱν5)(4 --- ἱν5) Εικόνα 1 


και έτσι δεν έχουµε µοναδική παραγοντοποίηση! 
(Παρατηρήστε ὀτιτα στοιχεία 2,3, (4 .. ἱν5), (1 --- ἱν5) δεν 
διαιρούνται από κανένα άλλο στοιχείοτης µορφής α -« ἰρνδ) 


-ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


. Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Σύνολα-ἰδεώωδη (1) 
“9227 --------- 


Εάν όµως θεωρήσουμε τα παρακάτω σύνολα/ιδεώδη, (ιδέα 
του Γδαασκίπαά το 1571), 


Ρ -- (2/1 -Ε ἵνδ) 
ϱ -- (31 -Ε ἱνδ) 
Ρ -- (31 -- ἰν5) 


τότε μπορούμε να δείξουμε ὁτι όλα είναι πρὠτα ιδεώδη. 
Δηλαδή ότι αν ἑνα γινόμενο στοιχείων ανήκει για παράδειγµα 
στο Ρτόὀτε ένα απὀ τα δύο στοιχεία είναι αναγκαστικά µέλος 
του Ρ, 


Επίσης µπορεί να δείξει κανείς ότι 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σύνολα-ἰδεωδη (2) 
 ῖί΄”Ἶ}σἹὉ .....Ἱ Ἴ{ἄ“Ἴἥἄ.. Ἴ{ῄἦἶῆ 


. Ρ2Ξ (2). 

ΜΟΝ -- (3). 

. ΡΟ Ξ {1 - ἴνδ). 
. ΡΚΞ(1 -- ἵνδ). 


Για να δούμε για παράδειγµα γιατί ισχύει η πρὠτη ισότητα 
παρατηρούμε ότι 

. 42 (22) ΕἘΡ7. 

. 2 2ἱν5 Ξ 2(1 Ε ἵνδ) ε Ρ2. 


ο (14 (νδ) -- --42ἱν5 ε Ρ2, 


ἱστορία των Μαθηματικών 
| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σύνολα-ἰδεώωδη (3) 
σος.ἼἛϐϐϐϐςς... 9227 -------- 


και άρα Ρ” 5 (2). Απότα παραπάνω όµως προκύπτει 
επίσης ότι 2 Ε Ρ2 καιάρα (2) ς Ρ3. 
Έτσι 
(6) Ξ- (203) -- Ρ2(0Η) - Ρ:0Κ 

Ενω 

(6) -- (1 -- ἵνδ)(1 -- ἰν5) -- (ΡΩ)(ΡΚ) -- Ρ20Κ 
και έχουµε μοναδική παραγοντοποίηση στο επίπεδο των 
ιδεωδών! 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Δακτύλιος 
σος --------- 


Ο όρος δακτύλιος χρησιμοποιήθηκε για πρὠτη φορά απόὀ 
τον Ηἡρογῖ το 1892. 


Ο πρωτος αξιωματικός ορισμός του δακτυλίου απὀ τον 
ΕΓαθηΚ6Ι το 1914. 


Οι αξιωματικές αρχές της θεωρίας των αντιµεταθετικὠν 
δακτυλίων δόθηκαν για πρὠτη Φορά απότη Νοείμειτο 
1921. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


12 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
σοος“ς.ςϐςςςςςςςυο 9227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1) 
----.------........ 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 
αὲ Εικόνα 1: "Ώοεαάσικῖπα" Ὀγ ποῖ {οωπα - 


πιίρ://αρενεγίἰάρα.ννθῦ.ννεςΙεγαη.6ειΙ/ννεςςοι[ςες/2001//εΠεπι160/01/ΡΠοϊο 
(σαἱἰ6ιγ δεἰεπεε/ΏεαάεΚἰπα/ΕΓαπιεςδεῖ.Πἴπι. [ἰεθηςθα µΠάεΓ Ριβ(ίς ἀοπιαίηπ νία 


ΜΝἠκἰπιθαία (οΠήπιοης 
Πιίρ://εοΠηπιοης.νἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:Ώαδαεκἰπα.ΙρερΗπιεαἰανί6ννει/ΕἰΙ6:Ώ 


αοασακίπα.ἰρορ 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω --- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.6: Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοεασκίπα». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 
2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰᾶςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9: Αφηρημένη Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικὠν 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ - 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ η ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ ΕΖΕΣ ΠΑ 
2007-2013 (ος) (1) (ο) 
ΞΞΕΕ πρόγρυ] μα ντος ανάπτυξη. 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΛΣ α. ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΙΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 9.7: ΕπιϊΙγ Νοοαίμοει 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡ ΜΜΑ - ΄ 
ΕΚΠΑΛΕΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ Μάθηση νά ΕΣΠΑ 
2007-2013 (ος) (ρ(9) 
ΠΞΞ -. Πηρόγρυμμα για την ανόπι 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΘ ΠΛΙΛΕΙΑΣ  ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ἃ ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑ . 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο . . «ο.» 
Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
ἼἐἼῖτ-Ἶ”ἾὃἹὙὁ. ...Ἱ ἹἼἥἼἥ“ἥἄ. Ἴ{ἦἔῆ 


ας Εισαγωγή. 

ος Επιλύουσες και μεταθέσεις. 

ος (α[οἰς και Θεωρία Ομάδων. 

ος Οι οµάδες στο έργοτου «ααιςς. 
αὲ Μη αντιµεταθετικοί δακτύλιοι οι τετράδεςτου Ηαπιίίοη. 


ᾳὰὲ Θεωρία δακτυλίων: ιδεώδη και μοναδική 
παραγοντοποίηση στο έργοτου Ὠοααάσκίπα. 


ος ΕΠΙΙΥγ ΝοςαῖΠπεγ, 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
«9227 ------- 


«ας Ο σκοπός αυτής της ενότητας είναι να εξηγήσει τι είναι η 
σύγχρονη «αφηρημένη Άλγεβρα» και να περιγράψει την 
ιστορική διαδροµή που οδήγησε σε αυτήν. Το τελευταίο 
µέρος αναφέρεται στην Ε. Νοείῃει, την πιο σηµαντική 
ίσως γυναικεία μαθηματική προσωπικότητα έως σήµερα, 
και περιγράφει τη συνεισφορά της στην εξέλιξη της 
Άλγεβρας. 


κἊ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νοσϊπει (1952-1935) 


Εικόνα 1 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
κο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Ἰμητην) Οεσσαλονίκης 


ΑΔ. 


Εργασίες 
“227 -------- 


Η ΝοοαίμεΓ στην εργασία τηςτου 1921 µετίτλο «Θεωρία 
ἰδεωδῶών σε δακτυλίους» έδειξε ότι αποτελέσµατα του Ηἡροεγτί 
(και ἀλλων) για πολυωνυμικούς δακτυλίους ισχύουν σε κάθε 
αφηρημένο δακτύλιο γιατον οποίο ισχύει η αὐξουσα συνθήκη 
ιδεωδών. 

Το 1927 στην εργασία της «ΑΦφηρηµμένη πρόοδος στην θεωρία 
ιδεωδών σε αλγεβρικἀ σώματα αριθμών και σώματα 
συναρτήσεων» χαρακτήρισετους αφηρηµένους 
αντιμεταθετικούς δακτυλίους γιατους οποίους ισχύει η 
μοναδική παραγοντοποίηση ιδεωδών σε πρὠτα ιδεώδη (βλ. 
Γασασκίπα) 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΕΠΙΠΙΥ Νοσαῖῃοαι 


23/03/1882-14/04/1935 
Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


}. Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Α]οογῖ Εἰηςῖθίη, ἵπ α ἵγὶουῖς ἴο ΕΠΙΠΙΥ 
Νοοίμεγι, Νοανν Υογκ Τίπιες, 1935 


«... Στον κόσµο της άλγεβρας µε την οποία 
σχολούνται εδώ και αιώνες οι πιο προικισµένοι 
μαθηματικοί, (η Νοεϊπει) ανακάλυψε µεθόδους 
που αποδείχτηκαν τεράστιας σημασίας... 


Τα καθαρά μαθηματικά µε τον δικό τους τρόπο 
είναι η ποίηση των ιδεών της λογικής... 

Σε αυτήν την προσπάθεια κατάκτησης της 
οµορφιάςτης λογικής, έχουν ανακαλυφθεί 
τύποιτου πνεύματος, τύποι αναγκαίοι για την 
βαθύτερη διείσδυση στους νόµουςτης Φύσης.» 


Αἱροεγῖ Εἰηςϊθίη, ἵη ἃ ἵγιρυῖϊς ἵο ΕΠΊΠΙΥ Νοσθίῖῃσι, 
Νενν Υοικ Τίπιες, 1935 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 10 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΝ 


Αριστοτέλειο 
| Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εἰηςίδίη-Νοσῖϊ[παι 


«Έλαβα χτές µια πολύ 
ενδιαφέρουσα εργασία από 
την Δεσποινίδα Νοεαίῄῃει για 
αναλλοίωτες συστηµάτων. Έχω 
εντυπωσιασθεί ότι τέτοια 
πράγματα μπορούν να γίνουν 
κατανοητά µε τέτοιο γενικό 
τρόπο. Η παλιά Φρουρά στο 
(οἱϊηπσεη µπορεί να µάθει 
πολλά απὀ την Δεσποινίδα 
Νοαίϊμεγ!» 


Εικόνα 4 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


11 


Καινοτομία της Νοοαίηα 


ο ------ 


Προσδιορισμός των ιδιοτήτων των 
συστηµάτων που αποκτούν δοµή ως 
προς κάποιες πράξεις. 

«αλγεβρικές δοµές»: οµάδες, δακτύλιοι, 
άλγεβρες, πιοάμµ[ες-- 

γενικοί κανόνες οδηγούν σε γενικά 
συμπεράσματα. 

Το καινοτόμο που εισήγαγε η Νοοαί/μογ 
είναι να ανακαλύπτει το µέγιστο που θα 
μπορούσε κάποιος να συμπεράνει από 
κάποιο σύνολο ιδιοτήτων ή αντίστροφα 
να προσδιορίζει το ελάχιστο σύνολο των 
αναγκαίων ιδιοτήτων που ευθύνονται 
για κάποια συμπεριφορά. 


Εικόνα 5 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Ν8Π ἄθι Λ/αθγάθη-ΝοσθίΠςαι 
ἼἼἔἐὁ....Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἦἀ. 


«Για την ΕΠΊΠΙΥ ΝοείῃεΓ οι σχέσεις 
ανάµεσα στους αριθμούς, τις 
συναρτήσεις και πράξεις γίνονταν 
σαφείς, ικανές για γενικεύσεις και 
παραγωγικές µόνο όὀταντις 
αποσυνέδεε απὀτα συγκεκριµένα 
αντικείµενα όπου είχαν στηριχθεί 
και ὀταν τις είχε ανάγει σε γενικές 
εννοιολογικές σχέσεις... 

..ΗΠ μαθηματική της πρωτοτυπία 
δεν µπορεί να συγκριθεί µε 
κανενός άλλου.» 


18η αθι ΙΛ/αθγάθη 
Εικόνα 6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑἰοχαπαΓον-Νοσί[ῃοαι 


Ἠταν η ΕΠΙΠΙΥ που µας δίδαξε πὠςνα 
σκεφτόμαστε µε απλές και γενικές 
μαθηματικές έννοιες, για 
ομομορφισμούς οµάδες και 
δακτυλίους µε πράξεις, ιδεώδη... 
Θεωρήματα όπως τα «θεωρήματα των 
ομομορφισμών καιισομορφισμών», 
έννοιες ὀπως η αὐξουσα και 
φθίνουσα συνθήκη σε αλυσίδες 
υποοµμάδων και ιδεωδών όλα αυτά 
πρωτοεισήχθηκαν απὀ την ΕΠΊΠΙΥ 
Αἰοχαησάον Νοοσίμει και έχουν µπει στη 

Εικόνα 7 καθημερινή πρακτική όλων των 
μαθηματικών κλάδων... 


ἱστορία των Μαθηματικών 14 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΑἰοχαπαΓον-Νοσί[ῃοαι 


Αρκεί να δει κανείςτη δουλειά του 
ΡοηίΓγαρἰη σε συνεχόμενες οµάδες, 
του ΚοἰπιοροΓον στην συνδυαστική 
τοπολογία, την δουλειά του Ηορί στις 
συνεχείς συναρτήσεις κλπ για να 
νοιώσει την επιρροή των ιδεών της 
ΕΠΙΠΙΥ Νοείμῃεγ... η στο βιβλίοτου 
ΜΛΕΥΙ. 


ΑἰοχαπαΓον 
Εικόνα 8 


Αριστοτέλειο 


ῤ |. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


. ἱστορία των Μαθηματικών 


πο 


]αςοςςοη-ΝοσθίΠα 


«Η αφηρημένη άλγεβρα ξεκινά µε 
την δημοσίευση δύο εργασιών της 
Νοείϊμεγ, η πρὠτη εργασία από 
κοινού µε τον 5εμπηθἰα[6η, 


η δεύτερη η μνημειώδης της 


µπορεί να θεωρηθεί ως η πρὠτη 
εργασία στον πλατύ τοµέα της 
αντιµεταθετικής θεωρίας 
δακτυλίων.» 


]βςεοῦςοη 
Εικόνα 9 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ϊ 9. .. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


εργασία στη θεωρία των ιδεωδών.... 


16 


ΙΛ/6ΘΥΙ-Νοσῖῃοι 


«Η θεωρία των µη- 
αντιμεταθετικών αλγεβρών και 
αναπαραστάσεων δοµήθηκε απο 
την ΕΠΙΠΙΥ Νοεῖϊμει µε έναν νέο, 
ενωμένο, καθαρά εννοιολογικό 
τρόπο, κάνοντας χρήση όλων των 
αποτελεσμάτων που είχαν 
συγκεντρωθεί απὀτις ιδιοφυείς 
εργασίες δεκαετιών των 
Εγορσαπίμς, ΠἰςΚκςοη, ν/ααάασγοιµΓη 
και άλλων.» 


Μ6ΕΥΙ 
Εικόνα 10 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Προς τιµήν της ΝοοαίΠει 
---...-----....... 


ος Δακτύλιοι και οµάδες της Νοσαῖῃε(, 


ος Οιιδέες της Νοοαϊμῃει εξελίχθηκαν στον κλάδο της 
Θεωρίας Κατηγοριών. 


ᾳε Και οι παρατηρήσεις της οδήγησαν στην δηµιουργία του 
κλάδου της αλγεβρικής τοπολογίας. 


ο ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τιμητικές διακρίσεις (1) 


Εικόνα 11 


Αριστοτέλειο 
24) Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


1907 Διδακτορικό 5ΗΠΊΠΊ8 ΟΙΙΠΙ 
Ιαιιᾶςθ, ΕΓΙΔΠΡΕΗ. 


1908 µέλοςτου (ἰγςοίο 
πιαϊησδιιαϊίςο αἱ ΡαΙ6ΓΠο. 


1909 µέλοςτης Βοαυϊςεῃε 
Μαϊπαπιαϊίκαι Μαγθἰηίριιηρ 
(γερμανική μαθηματική εταιρία). 
1932 βραβείο Α/ΐγθ6ά ΑοεΚθΓΠπΙβηη- 
Τθ6ι/ρΠαι Μθπιογία| ΡΓίζ6 {οι ἴῃθ 
Ααναπεθηπιεηί οἵ ΜαἰϊΠεηιαϊῖςαι 
ΚποννΙεάρε (µαζί µε τον ΑγίΠ) 500 
ΒαἰεῄςπιαΓκς (περίπου 120 ευρὠ 
σήµερα...). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


19 


Θεσσαλονίκης 


Τιμητικές διακρίσεις (2) 


5». 1932 Ομιλία στο Διεθνές 
συνέδριο των Μαθηματικών 
Ζιγίεῇ Ιπϊθγπαϊίοπα[| (οηρίεςς οἳ 
Μαϊηεπιαϊϊοίαης, 21 ομιλητές και 
420 σύνεδροι (πρώτη φορά 
γυναίκα ομιλήτρια --- η επόµενη 
φορά ήτανετο 1990 στο Κγοῖϊο). 

».  Εκδότηςτου ΜαϊΠεπιαϊίςσειςα 
ΑηΠΑΙεη. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


20 


Ακαδημαϊκές θέσεις 
σσ ------ 


1908-1915 λέκτορας στο Πανεπιστήµιο του ΕΓί8ηΡεη (χωρίς πληρωμή). 
Επίσης είναι υπεύθυνη και µέντορας δύο διδακτορικὠν Φοιτητών. 
1916-1922 µέλοςτης ερευνητικής ομάδας του Η[ρογί στο Πανεπιστήµιο 
του αοϊίηρεη και στο διάστηµα 1916-1919 είναι και λέκτορας (χωρίς 
πληρωμή). 

1919 ργἰναϊἀοζεηϊ (λέκτορας οµιλητής που επιτρέπεται να πάρει 
δίδακτρα απὀ σπουδαστές αλλά όχι απὀ το πανεπιστήμιο) Πανεπιστήµιο 
του «οΐϊϊιηρεη. 

1922-1923 πἰοΠῖι-Οεαπιϊεϊει αμςςθγογάθηϊ[ἰεμςι ΡγοίεςςοΓ (έκτακτη 
καθηγήτρια ) αοϊϊηρεη 

1922-1923 Ι6ηγαι/[Ίγαρ (αοἴἴϊπρει) 

1933-1935 Επισκέπτης Καθηγητής, Β/γη ΜαννΙ (ο1ιθρο. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


21 


Εκπαίδευση (1) 
ΛΙἸΙ..  ..Ἱ ἼἄἼ{ἄἼἄἼἼ 


. 1903 βεϊίοργυµίµηΡ, ΚοπίρΙἰεῃες 
Βααἰργηιπασίωπῃ, (πτυχίου 
γυμνασίου) ΝιωΓεπιοι/ρ. 


». 1907 Διδακτορικό στα 
Μαθηματικά, Πανεπιστήµιο 
του ΕΓΙΔΠΡΕΗ. 

5». 1919 Παβριιαϊἴίοη, (υφηγεσία) 
Πανεπιστήµιο του αοϊΐηρεη. 


Εικόνα 13 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


22 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εκπαίδευση (2) 


ΕΓί8ηρΡεη, Εικόνα 14 


Ρα αοΓάαθη 
Ο βασιλιάς των αναλλοίωτων. 
Εικόνα 16 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Μαχ Νοαῖϊ[ποι 
Εικόνα 15 


23 


Η διατριβή της ΝοοίΠει 


Η διατριβή της Νοοαίμει 


«Πλήρη συστήµατα σταθερών 


για τις τριαδικές 
διτετραγωνικές μορφές» 


Η ζούγκλα των εξισώσεων 
Εικόνα 17 


Αριστοτέλειο 
ἢ 


ς Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ΕΓηςϊ ΕἰςςεῃθΘι 
Εικόνα 18 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Ηιρογί 
Εικόνα 19 


24 


Οι 3 εποχέςτου έργου της (1) 


1. Εποχήτης σχετικής εξάρτησης: 
1907-1919. 

2. Εποχή ἐρευνας για την 
γενικευμένη θεωρία των 
ιδεωδών 1920-1926. 

3. Εποχή µελέτης των µη 
αντιμεταθετικών αλγεβρών, 
των αναπαραστάσεωντους µε 
γραμμικές συναρτήσεις και 
αντιµεταθετικά τοπικά σώματα. 


(οϊἴίπρεη 
Εικόνα 20 


ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 25 
|). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Οι 3 εποχέςτου έργου της (2) 


ΕΡΕΗΙΣ 


Κρατικό Πανεπιστήµιο Μόσχας, 1929 (Εβραία, 
Γυναίκα και ειρηνήστρια) 


Εικόνα 21 
Ζυρίχη, 1932 


Εικόνα 22 
Το κολλέγιο του Βιγη Μανντ, Ηπα, 
1932-1935 
Εικόνα 23 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Ο κύκλοςτων μαθητών της 


------------------------ 


Ο κύκλος των μαθητών της: 
«Τα αγόρια της Νοοαίῃει» 


Η Νοοίμει ως µέντορας, 
γενναιοδωρία ιδεών, 
διορατικότητα. 


Εικόνα 24 


τος 


σα Αριστοτέλειο 


Μά 


ἱστορία των Μαθηματικών 
ὩὨ Πανεπιστήµιο 


Τµήµα Μαθηματικών 
ον) Θεσσαλονίκης 


Μαἰπειπαςς 6οπθαίοαγ Ρτο]εςί 
Έπππιγ Απιαϊις ΝορίΊνεγ 
οσλώ αι 


β.ϱ Εις Ακ θ-- | ΡΕ ανρο-Νοτοφεῳ “901 - 
Όπμα ανν Όσο ο λκωνς νο ο παν αλτως ὅα [νεῶν αν 
ον να ονιη 


Με κενο Γι μας κα κ οκ: νι ωὔκκω «κο: εροέκα- 
1 


Αθνααν Γκώ βωσςὶ αι 


Ῥλοαν) 
Οῑκθς Ίνα το) πα ἵ]ο πλ κ)ο εν Εκ) Ἡ. «ευ Μορ οι θα’ 
Ίνατνς ποσ σε Όενος 4 ήν 
ο ο ση 
Μαι ο εν, ολ τφες 1.11 “. 
απ - Οφεκὴ-αιμρλς νενε! -- 
ο 1. 
ο στη 
νο Ἡς η ΟΕ τογετ .ἁ 
. . ο ο στ 
ἀπ ος ο -- ος μ. 
Εμ Τμαςα εσενα Ελενα 1. 
οι ο να ο... 
γδαλεν (6984: Εἰσεκτγ δε κα) ενα! 1 το 
θε τεγετ. 
Όπου Ἐκ τεβ η ο... 1. ι. 
σοκ Ελενα! 
ο νο τα ο" τρες 1.11 
1: σδκωδας Εεγεη Νανα Γον ν... 
κ. [ο ο ολ) 
Επ Ὁ αλτφε ο) 
εσενα εν ... 
ἀχωταα Κα  Οήρανι 
3 ο ο στη 
Εν ο αν αν » 
νν. η πο. Ἓ.ρ.----. ων 
Ενα φον) Ακ) ΕΝ πο 1. 
- ------ σε τοα 


Αροζισιρ ἔο σως εωώπακή ον ἓτο Φα σέ απο Έτατη ὰαμετθε "μα 4 αἱ 
τα Ἐ Εξ ω-] 
απ πα 
ΤΙ  Ἑ  Ἡ 


2 


«Ὠσ6ι Νοθίῃςαι» 


Το παρατσούκλι 
«Πα Νοαῖμοι») 
ως ένδειξη σεβασμού. 


Προσωπικότητα πληθωρική, 
δεν νοιαζόταν για την 
εμφάνισή της ή γιατους 
τρόπουςτης. 


Εικόνα 25 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
. Ἅ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


28 


Εἰπσίδίη (1) 


« προσπάθειες των περισσότερων 


ανθρώπων εστιάζονται στην κατάκτηση του 
καθημερινού επιούσιου. Οι περισσότεροι 
από αυτούς που είτε χάρι στην τύχη είτε χάρι 
σε κάποιο ταλέντο δεν έχουν ανάγκη αυτόν 
τον καθημερινό αγώνα, αναλώνονται στην 
προσπάθεια µεγιστοποίησης υλικών 
αγαθών... Υπάρχει, ευτυχώς, µια μειονότητα 
που αναγνωρίζει ότι οι ομορφότερες και πιο 
γεμάτες στιγµές που νοιώθει ο άνθρωπος 
δεν προέρχονται απὀ εξωτερικούς 
παράγοντες αλλά συνδέονται µε 
καλλιέργεια συναισθημάτων, πράξεων και 
σκέψεων. Οι γνήσιοι καλλιτάχνες οι 
ερευνητές και οι άνθρωποι της σκέψης είναι 


Εικονα 26 σε αυτήν την κατηγορία. 
ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 29 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 
3) Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


Εικόνα 27 


Εἰησίθίη (2) 


Όσο σεμνή και να είναι η πορεία της ζωής 
τους, οι καρποί των προσπαθειών τους 
είναι οι πολυτιµότερες συνεισφορές που 
µια γενεά µπορεί να κάνει στις 
επόμενες...» 

Λίγες µέρες νωρίτερα µία διακεκριμένη 
μαθηματικός, η Καθηγήτρια ΕΠΙΠΙΥ 
Νοσίϊῃε/,..., πέθανε στο πεντηκοστό τρίτο 
έτος της ηλικίας της. Κατά την κρίση των 
ικανότερων εν ζωή μαθηματικών, η Δις 
Νοείϊμει ήταν η πιο σηµαντική 
δημιουργική μαθηματική ιδιοφυία που 
υπήρξε από τότε που άρχισε η ανώτερη 
εκπαίδευση των γυναικών έως σήµερα...» 


Εἰηςίθίη 


ἱστορία των Μαθηματικών 30 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
σοος“ς.ςϐςςςςςςςυο 9227 -------- 


ος (38Γ| Β. Βογο:; υῖἴα (. Μειζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


ας ΓἰΓΚ οίγμίι, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


ας Καΐζ Μ., Ιστορία των Μαὐδηματικών, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/8) 
ο. ὐϱϐϱ--.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 


σὲ Εικόνα 1: "Νοεϊμαγ" ΟΥ υηΚποννη - 
Πιϊρ://νννν.ΠΏη.οι.δεαι/"]δ[εγγ/οοι[ς6ε/ς Θ6ΠΕΙΡΥ/6ΕΠΕΙΡΥΙ/ΙεςΟΟ1.Πῖ 
ΠΠΙ. Γἱοεθηςθα μπας: Ριβ(ἰς αοπιαἰη νία ΜΛΙΚΙπιααία (οΠήπιοης - 
ΠΩ {ρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἱπιθαία.οισ/νν]κἰ/ΕἰΙα:Νοαείϊησαι.ρσΗπιθαἰανίθννθΓ/Ε 


ᾖςα:Νοείηεγ.]ρρ 
σα Εικόνα 2: ΩΙΙρ://ΝΝνννν.Ογἱαπηἰςᾶ.οοΠι/ΕΒεΠθεΚθα/πιθαἰα/39562/ 


ΕΠΙΠΙΥ-Νοεῖμπει (Γθαῖϊ: Βίγη ΜαννΓ (ο1ιορε Αγεηίνες 
σα Εικόνα 3: ΠΙΙρ://ΝΝνννν.αΠιῖ.Θ61.δἱ1/οἱορποσθίΠεΓ.Πἴπι 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


ο Ὁ Ά 


ων Αριστοτέλειο 


3) Πανεπιστήµιο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/8) 
αμα... μμ ὐ .« «46 6 “ε- -. 


Εικόνα 4: "Αἰρογῖ Εἱηςίείη (Νοῦοα[)" Ὀγ ὑπΚποννη - ΟΠΙΕἰαἰ 1921 
ΝοῦεΙ ΡΓΐἱζ6 ἱη Ρηγςἰες ΡρΠοϊορίαρῃ. ΙΙοεθηςθα μπας: Ριβίίο αοηιαίῃ νία 
Νἠκἰπιθαία (ΟΠΊΠΊΟης - 

ΩΙ τρ://οοπΊπιοης.νκἰπιοαἰα.οΓς/νκἰ/ΕΙα:ΑΙοαγί Εἰηςϊδίη (Νοῦ6Ι).ρη 


σΗπιααἰανίἰανναι/ΕίΙ6:Αἱοετί Εἰηςσίείη (ΝοβοΙ].ρηρ 

Εικόνα 5: Εικόνα 2 

Εικόνα 6: Πιῖρ://οννραῦ.πι{ο.αε/ααεἰαΙ2ρΠοῖο Ι4Ξ12581 

Εικόνα 7, 8: 'ραι! 5 Αἰοχαπατο[ 2" ΟΥ ΚοηΓαα αεοῦς, 

ΕΓί8ηρεη - Μαϊπεπιαϊίΐσεμες Γοιςεπιηρσἰηςίτωϊ ΟρεΓγννο[ίαςῃ, 
Πηιϊρ://οννραῦ.πι{ο.αε/αεϊαΙ2ρΠοῖοΙιΏῦΞ46. Γἱο8θηςθεα μΠάεΓ (Γθαῖϊίνθ 
(οπιπιοης Αἰϊγίοιίοη-5δΠαΓ6 ΑΙίΚκθ 2.0-46 νία ΝΝΙΚἰπιθαία (οΠιΠπιοης 
Ηρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἰπιθαίἰα.ορ/ννἰκἰ/ΕἰΙς:Ραιἱ 5 ΑἰοχαπαάΓο[ί 2.ἱρδή 
πιθαἰανίθνναι/ΕίΙ6:Ραιἱ 5 ΑἰοχαπαΓο[ 2.ἱρ6 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/8) 
ας ο πυΓ υύ 6 6.6... 


σε Εικόνα 9: "Ναϊπαη |αοεοῦςσοπ" ΟΥ ΠΙίρ://οννραῦ.π{ο.αε/. Γἰεεηςεά 
Πας: (6 ΒΥ-5Α2.0 ἄο νία ΛΛΙκἰπιθααία (οΠΊπιοης - 
ΠΙ{ρ://οοΠΊπιοης.Μκἰπιθαία.οιρ/ννκἰ/Εἰδ:ΝαἴΠαη |αςοῦςοη.ἱρρΗ/πιαςά 


ἰα/ΕἰΙ6:Ναἴπαη |αεοβςοῃ.ΙρΡ 

σὲ Εικόνα 10: "Ηθδ[πιαπη ΙΛ6ΥΙ ΕΤΗ-ΒΙΡ ΡογίΓ ΟΟΘΘΟ" ϱΥγ ΕΤΗ ΖὔΓίεῃ - 
ΕΤΗ-ΒΙΡΙἰοϊπακ Ζήγίςεμ, ΒἱάαγεΠίν. Γἰεθηςθα Πας: (Γθαῖίνθ (οπΠΊΠπιοης 
Απγίουϊίοη-»δΠαΓ6 Ακ 3.0 νία ΙΛΙκΙπιααία (οπΊπιοης 


ΒΙΟ Ῥουίτ 00890.ἱρρΗπιεαίανίθνναι/ΕἰΙ6:ΗΘΓΠΙιάΠΗ ΙΛΘΥΙ ΕΤΗ- 
ΒΙΟ Ρογίγ 00890.ἱρΡ 
αι Εικόνα 11: Εικόνα 2 


ως Εικόνα 12: Εικόνα 2 
ας Εικόνα 13: Εικόνα 1 
ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/8) 
ος ϱ--... 


σα Εικόνα 14: "ΕΓίβηρεη 1916" Ώγ Αποηγπιοις (566 ΙΠι8ρ6:ΕΓΙάΠηΡεη - 
ΒαΠΠΠΟΓ.]ρρ απα ΙΠι8ρθ:ΕΓΙ8ηΡΕΗ - 5εΠΙοςςρ|αἴΖ.ΙρΡβ) - 1916 ροςϊςαΓα, 
«(4ΠΠΘΑ ΟΥ ΕΙοπιίπαῖϊογ. [ἱοεθηςθα μπας Ριβ]ίο ΠΒοπιαίῃπ νία ΑΛ Κἰπιθαία 
(οππΊοης - 
ΠΩ {ρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἱπιθαἰα.οισ/ννκἰ/ΕἰΙα:ΕΓΙάηΡ6η 1916.ἱρσΗ/πιθαϊἰα/ ΕΙ] 
ε:ΕΓΙ8ηΡεη 1916.1ΡΕ 

αὲ Εικόνα 15: "Νοεϊπει 2514" ϱΥ υπίνειςίϊγ οἱ Ηεἰααίρειρ - 
Πιίρ://νννν.Η.μΠί-Πεἰαεἰθειρ.αε/Πειἰἰος/{αεΠἰπ{ο/νννννν/ πιαϊπ/δεαα/ µΠί- 
ἂΓοΠίν/ ποθῖηεγ.ηῖπι. [ἰεθηςσθα μπας Ρωβ/[ίο Ώοπιαίη νία ΑΛ κἰπιθαία 
(οππ]οης - 
ΠΩ {ρ://6οΠπΊπΊοης.ννκἰπιθαίἰα.οΓς/ννἰκἰ/Εἰα:Νοαείῃςει 2514.1Ρ4Η/Πιθαία/ ΕΙ] 


6ϱ:,Νοαϊηςαι 2514.1Ρ(α 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/8) 
ας ο. Γ.Γ ΕὲΕ:υ..Γ.... 


α Εικόνα 16: "ραιι| Αἰοεγίῖ ἄογααπ" ΟΥ 
ηιϊρ://ΤαειΙΙἴγ.εναησνί]/α.6αιι/εΚκ6/ Ο5ιιμαά/ρογααι.Πἴπι|. [ἰε8θηςθα εΠαεΓ 
Ρμωβίὶο Ώοππαίη νία ΙΛ ΙΚἰπιθαία (οΠήπιοης - 


ι8/Εἶἰς: Ρραυἱ Αἱρετὶ («οΓγααη.Ιρρ 


αα Εικόνα 17: "ΕπΙπΙγ Νοείῃεγ - ΤαΡ6 οἱ ἱηναγίαπῖς 2" Ὀγ 6η:ΕΠΙΠΙΥ Νοαί[παι 
-1οµΓΠα| Γή αἱθς γθἰπθ μπα αηρανναπαῖς Μαϊπεπιαϊίκ 134. Ι1εθηςθα 
μπας: Ριωβ[ίο Ώοπιαίη νία ΝΝΙκἰπιθαία (οπηπιοης - 
Πἰίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/ννκΙ/ΕἰΙ6:ΕΠΙΠΙνΥ Νοθίμει - 


ΤαΡίο οἳ ἰηπναγίαπῖς 2.ΙρΡΗ/Πιεάἰα/ΕἰΙ6:ΕΠΊΠΙΥ Νοοαϊηει - 
Ταβἱε οἳ ἰἱηναγίαηῖς 2.ἱρΡ 


σα Εικόνα 18: ΠΙρ://{4ευΙἲγ.εναηςσν/]α.οάιμ/εΚ6/Όςίμα/ΠςεΠει.Πῖπι 


ως Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/8) 


-------- -- 


αι Εικόνα 19: 'Ηήραγί". ΙΙοθηςθά µπάει Ριβο[ἰς Ώοπιαίῃπ νία ΑΛ Ικἰπιθαία 
(οπιπιοης - 
ΠΙ{ρ://εοπππιοης.ννἰκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκί/Εἰα:ΗΙοσαγί.ΙρρϱΗ/Πιθαἰα/Εἰα:ΗΙροαγί. 


αε Εικόνα 20: "αδϊιίηρεη Αιία ΜΑΥΟΘ’ ΟΥ Παπίθ| 5εῄΏννθ6η - Οννη ννο(κ. 
ΙΙεθηςθα Πας (Γθαῖϊνθ (οππιοης Αἴϊγιοιίίοη-5μα[θ Ακ 2.5 νία 
ΙΛ Ικἰπιθαία (οππιοης - ΠΙΙρ://εοπΊπιοης.ινκηιθαίἰα.οις/ννἰκΙ/ΕἰΙ6: 
(οο(3θοβθίϊηρεη Αμα ΜαγΟ6Θ.]ρρΗπιεαϊανίενναι/ΕἰΙ6:σνος3ροβθίϊτίηρεη 
Αμα ΜΙ3γ06.ἱρΡ 

αὲ Εικόνα 21: "Μοσεοιν 05-2012 ΜοΚΠοΟναγα 05" ΟΥ Α.δανίη (µς6Γρ8ρ6: 
εοπίαςἳ) - Οννη ννοΓΚκ. [ἰεθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ (οπππιοης Αἰιγὶουϊτίοη- 
5Π8/6 ΑΙίΚκε 3.0-2.5-2.0-1.0 νία ΝΝΙΚΙπιθαϊα (οΠηπιοης -ΠΙϊρ://εοπΊΠιοης. 
ννκἰπιααία.οΓρ/ννἰκι/ΕίΙ6:Μοςεονν 05-2012 ΜΟΚΠοΟονΦΥ 05.ἱρΡ 
Ηπιααἰανίδνν6Γ/ΕἰΙ6:Νήοςεονν 05-2012 ΜΟοΚΠονΦγα 05.ἱρΡ 


ων ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (7/8) 
ο ος ϱ---... 


σὲ Εικόνα 22: "Ζιοεγῖςῃ νἰει Κἰγεμαι" ΟΥ ΙΚίνναπει - Οννη ννοΓκ (Εἱραηος ΒἱΙά). 
ΙΙοθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ (οππιοης Αἴϊγίοιίίοη-5μα[θ Ακ 3.0 νία 
Λ/ἠκἰπιθαία (οπιπιοης Πἰϊρ://οεοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6: 
Ζµεγίοεῃ νἰει Κἰγεπεημ.]ρσηπιεαίανίεννεΓ/ΕἰΙ6:ΖιαγίεΏ νίεγ Κἰγεμεη.ἰρρ 
σὲ Εικόνα 23: "Βιγη Μαννι (ο[Ιορο (Ιοἱσίθις' ΟΥ Ι6Πγ6γ Μ. ΝίποειΓ - Οννη 
ΝΟΓΙΚ. [Ιεθηςθα μπας: (Γθαῖϊνθ (οπιπιοης Αἰϊγίουῖίοη 2.5 νία ΙΛΙΚΙπιθαία 
(οπΊπιοης ΠΙ{ρ://εοπιἹπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/νν]κἰ/Εἰ6:Βιγη ΝαννΓ (οἰἱ6ρο 
ΟΙοἱσίαις.ΙΡαΗπιεαϊἰανί6ννε/ΕἰΙ6:ΒΙγη Μαννιγ (οἰιορα ΟΙοίἰςῖθις.ΙΡ 
Εικόνα 24: ΠΙῖρ://ΡεηΘαΙΟΡΥ.ΠΙΔἴΙΠ.Πηᾶςυμ.ποάαΚ.δαι/{ά.ρΏρ2ἰάΞ-6967 
Εικόνα 25: Εικόνα 2 


ϱ Ά 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (8/8) 
ας υ.  Γ᾿ΓΕυΕΓ.-. 


αἁ Εικόνα 26: "Αἰραγῖ Εἰησίαεϊη 1947" Ὀγ ΡΠοίορΓαρΗ Ὀγ ΟΓ6η |8εΚ ΤΗΓΠ6Γ, 
ΡΓιποβεῖοη, Ν.Ι. - Τ16 Ι1ΌΓατγ οἳ (οηρΓ6ςς. ΙΙεθηςθα µΠαει Ρωβ[ίο ἀοπιαϊη 
νία ΑΛΙκἰπιθαία (οΠΊπΊοης - 


ο λωναρτΙς. Αἱρετῖ Εἰηςσί6είη 1947.]ρ6 


αι Εικόνα 27: Εικόνα 26 


πας Ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ-ω ---- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 9: Αφηρημένη 
Άλγεβρα. Ενότητα 9.7: ΕπιΙ!γ Νοαεῖϊπεγ». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θείαςς.αιϊη.σΓ/ςοιΙ/ςος/Ο(ςΒ5249 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 10: Γραμμική Άλγεβρα 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΩΓΡΑΜΜΑ ” 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ .ά ΒΙΟΥ ΜίλθΗΣΗ -ό ΕΣ ΠΑ 
0012019 (ος) (}) (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ο ην ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ε ο. . -- . 
ΥΠ ΑΧΕ ΗΣ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση Ὁ ΔΙ Η ΕΣΙΑ Δ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
ῳ ι Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 10.1: Μία σύντομη ιστορία της γραμμικής 
άλγεβρας 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΄ 
ο... ή ΔΙΑ . ΜίλθΗΣΗ -ό ΕΣ ΠΑ 
0012019 (ος) (}) (ο) 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΔ ΠΛΙΛΕΙΑΣ α ΒΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ τα --- εν 
ΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ' ΕΙΡΙΣΗΣ 


ΒΥ 9Α 


Ευρωπαϊκή Ένωση ᾖὉ ΔΙΧΤΥ ΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙ 
Ε κό Κοινωνικό ί 
ο κκ λως 5 Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
---------αα-- 


«ε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
-27-------- 


ὥς Μία σύντομη ιστορία της γραμμικής άλγεβρας. 


«ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
9 ρλλ ῃ ϐ : 
ϱ/ Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενὀτητας 
ἔἼΛἾὅὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὅἷἶἷὕἦὤὕὉ 


«α Στην ενότητα αυτή γίνεται µία σύντομη ιστορική 
επισκόπηση των βασικών εννοιών της γραμμικής 
άλγεβρας, ξεκινώντας απὀ την επίλυση γραμμικών 
συστηµάτων στην αρχαιότητα, έως την εμφάνιση του 
όρου «γραμμική άλγεβρα» (όπως χρησιµοποείται 
σήµερα) στα µέσατου περασμένου αιώνα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Βασικές Έννοιεςτη Γραμμικής 
Άλγεβρας 
-----ὁὐ- 


ὧς Πίνακες 

ὧωε Γραμμικές εξισώσεις 
«ως Ορίζουσες 

«α Διανυσματικοί χώροι 
αα Γραμμική ανεξαρτησία 
«α Διάσταση 

αξ Διγραμμικές µορφές 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


λα Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Γραμμικά συστήµατα και πίνακες: 


η αρχη 
--..-.-----ἹἹ....-- 

«ως Περίπου το 300 π.Χ. οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι ἐλυναν 
προβλήματα 2 εξισώσεων µε 2 αγνώστους. 

ως Οι Κινέζοι ανάµεσα στο 200 π.Χ. µε 100 π.χ. 
χρησιμοποίησαν πίνακες, π.χ. στα «Εννέα Κεφάλαια 
της Μαθηματικής Τέχνης» (Δυναστείας Ηαι). (Η 
μέθοδος που χρησιμοποίησαν εἶναι ουσιαστικά η 
µέθοδοςτου σαιιςς). 


κ». Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
νο Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ν Ὢν)  Οεσσαλονίκης 


(8Γ68ΠΟ 
-----------«Ὁ ---- 


«ως Ο (4Γάα4πΠο στο βιβλίο του Εικόνα 1 
ΑΓς Μαρπα (το Μεγάλο 
Έργο) το 1545 δίνει έναν 
κανόνα που είναι 
ουσιαστικά ο κανόναςτου 
(ΓΑΠΙΕΓ για την επίλυση 2 
εξισώσεων, προσεγγίζοντας 
την έννοια της ορίζουσας. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 


5θκἰ 
«922 ------- 


Στην Ιαπωνία ο 5δεΚίτο 1683 με... 
έγραψε την «μέθοδος Ιαπωνία 
Εικόνα 2 


επίλυσης των απὀκρυφων 
προβλημάτων» ὀπου 
εισήγαγετις ορίζουσες και 
έδωσε μεθόδους για τον 
υπολογισμό τους (χωρίς 
ὁμωςνατις ορίσει ως 
αυτόνομη έννοια). 


ν ἱστορία των Μαθηματικών 
}. Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


10 


| οἰοηίζ 


μα ο μμ 


ως Την ἴδια ακριβώς ηµεροµηνία 1646-1716 
(1683) στην Ευρώπη ο |αἰρηίζ σε Γερμανία 
ένα γράµµα του στον αθ Εικόνα 3 


| ,Ηοςρίϊα| εξηγούσε τη συνθήκη 
στην ορίζουσα (χωρίς να την 
ονομάζει έτσι) για να είναι 
συμβατό ένα σύστηµα 
γραμμικών εξισώσεων. Δούλεψε 
σε αυτά απὀτο 1678 και µετά, 
ως το τέλος της ζωήςτου. Στα 
κείμενά του έδειχνε διάφορους 
τρόπους για τον υπολογισμό της 
ορίζουσας. 


ἳ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
5] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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(Γ8ΑΠΙΘΓ 
------------- 


᾿ 1704-1752 
«9 Ο 6Γα4ΠΙς6/ Το 1750 δίνει | 
) ) Ελβετία 
τον γενικὀ κανόνα που κους ἅ 


είναι σήµερα γνωστός µε 
το ὀνομά του για τη λύση 
ενός ηχΧη συστήµατος. Η 
προσπάθειά του ἦταν να 
βρει την εξίσωση µίας 
καμπύλης που περνάει 
από δεδομένο αριθµό 
σημείων. 


“Ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ορίζουσες 
---τ--.. 


Βαζοιῖ (1764) Ιαρίαςε (1772) 
1730-1783 Γαλλία (διακρίνουσαξορίζουσα) 


Εικόνα 5 Εικόνα 6 


ΝαπαθΓΠΙοΠαάΘ 
(1771) 
1735-1796 


1749 - 1527 
Γαλλία 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Ν/ας|αιωγίη 


'---ὐ-.ἰ--.... 


«8 Ο ΜαεἰαµΓίη έγραψε το 1638 - 1746 
η Σκωτία 
1/30την «πραγματεία 
νά Εικόνα 7 


της άλεβρας». Αυτή 
εκδόθηκετο 1748 και 
περιέχειτα πρὠτα 


δημοσιευμένα 
αποτελέσµατα πάνω στις 
ορίζουσες. 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ση) Θεσσαλονίκης 


14 


(αιιςς (1) 
σσ-- ο ---ἵ-ἵ- 


ως Το 1801 στην εργασία του 
Γἱςαμἰς[τίοηςες αγ[ϊηηιεῖίσαςθ 
εξετάζει τετραγωνικές μορφές 
και εισάγει τον ὀρο 
«ορίζουσα». Γράφειτους 
συντελεστές µίας 
τετραγωνικής µορφής σε 
τετράγωνους πίνακες, 
περιγράφει τον 
πολλαπλασιασμό πινάκων ως 


͵ ; 11//-1555 
σύνθεση συναρτήσεων- 

' ι Γερμανια 

µορφων, και αντιστροφους. εικονα 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


1ο 


(αιιςς (2) 


ὧωε Χρησιμοποιείτη μέθοδο 
απαλοιφής για τη µελέτη 
της τροχιάς του 
αστεροειδούς Αθηνά, σε 
ένα σύστημα µε 6 
εξισώσεις και 6 αγνώστους. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Εικόνα 9 
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(αἱ6ΏΥ 


ὧωα ορίζουσα- θεώρημα 
πολλαπλασιασμού (14812) 


ὧα ὁρο «πίνακα» (ΑΓΓ3Υ) 
(1826) 


ὧα ιδιοτιμές 
ὧωα διαγωνιοποίηση πινάκων. 


ὧα ιδιότητες ομοίων 
πινάκων. 


Εικόνα 10 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 17 


 Β Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 


]αςοΏῦἱ - ΚγοποθςΚκαΓ - Λ/θἰθιςῖΓαςς 
-----------ιίν---- 


]αεοβῦίἱ (1841) ΚΓοηοεςεκει (1850) Ιλ/6ἰε[ςίΓγαςς (1860) 
1804-1851 1923 -- 1891 1815-1897 
Εικόνα 11 να . Εικόνα 13 


ο | 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


(8γἱ6υγ και δγΙνεςίθγ 


Μαθηματικοί και Δικηγόροι 
σος. -------- 


«α Ο όρος «ΠιαϊΓγἰχ» (μητρώο) πρωτοει-σήχθηκε απὀ τον 
5γ/ναςίςι ἵο 1850. 

« (3γΙ6γ είχε δημοσιεύσεις στο θέµα των οριζουσών απὀ 
το 1841. Το 1858 αφού συνάντησετον δγ|νεςσίει 
δηµοσίευσετο «Μνημόνιο στη θεωρία των πινάκων» 


«ον. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
κα 1 Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ογ|νθςίῖςθ - (3γ|6γ 
-'---ομΜλ-.. 


5γ|νθαςίθί (3γΙ6γ 
18514-189/ 1521-1595 


Εικόνα 15 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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(38γ16Υγ 
---ο- ----- 


«ως Ο (8γΙ6γ εισήγαγε τον συμβολισμό ΙΑ γιατην ορίζουσα 
του Α. 

«ωε Συνένωσε τα προηγούμενα αποτελέσματα. 

«α Όρισε την άλγεβρα των πινάκων ορίζονταςτην πρόσθεση, 
τον πολλαπλασιασμό, τον σκαλιανό πολλαπλασιασμό και 
τα αντίστροφους πινάκων. 


«ω Απέδειξε ότι οι 2χΧ2 πίνακες ικανοποιούν την 
χαρακτηριστική εξίσωση και το έλεγξε για 3χ3. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ΕΓορθηίμς 
Ἴἔὁ....Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἵ.Ἴἅ... 


«ωα Βαθμίδα πίνακα (1878) 
1949-1681 Γερμανία 


ως Κάθε πίνακας ικανοποιεί 
την χαρακτηριστική του 
εξίσωση (1878) 

«ωα Το μετονόμασε Θεώρημα 
των (3γΙ6γ-Ηαπιΐοη 
αφού διάβασε το βιβλίο 
του (9γ16υγ (1896) 


αγ Ὃ ιβ μία 
ὑρηῤρρικά ανν 


Εικόνα 16 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


τη 9) 14) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Θεωρία των οριζουσώὠν σε 
αξιωματική βάση 
ὧωε Το 1903 µετά τον θάνατό τους δημοσιεύτηκαν δύο 


εργασίες, των ΑΘἰθ[ςῖγαςς και ΚΓοπθεΚκεΓ που έθεταν την 
θεωρία των οριζουσών σε αξιωματική βάση. 


πο Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Ἀ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


Διάνυσμα 
ἼἐἼῖ-”σἹὁ. Ἱ ἹἼἦ{ἦἵἦὥὅ,ἷἶἦὤὕὉἷ 


1805-1865 
Εικόνα 17 


«ας (3γ6υ (1843 διάσταση) 


«ως Ηαπι[ίοη (1843: τετράδες 
του Ηαπιίοη---όρο 
διάνυσμα) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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(1ΓβςςΙΠΠΒΗ 
---ς 92 ----- 


(α (1844) 1809-1877 
Εικόνα 18 


ως Εννοιες η-διάστατου 
διανυσματικού χώρου 


ως Υποχώρου 
«α Βάσης 
Φα Διάστασης 


αωα Γραμμικού 
μετασχηματισμού 


πσος 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 25 
ἡ νο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ς) 


ΡΘΑΠΟ 


----.-.--.... 


1955-1932 
«9 Ο ΡΘαΠΟτΤο 1555 , 
) ) [ταλία 
επηρεαστηκε απο τον Εικόνα 19 


(ΓςςΠΊ8Η και έδωσε τον 
αξιωματικό ορισμό 
διανυσματικού χώρου πάνω 
από τους πραγματικούς και 
απέδειξε διάφορα 
θεωρήματα για τη 
διάσταση. Όμως οι ιδέες 
του δεν έγιναν άµεσα 


/ 
αποδεκτές. 
ον | Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


26 


Διανυσματικοί Χώροι (1) 


Μ/ΘΥΙ (1918) Θεωρία της σχετικότητας, ΒαΠάςΠΗ (1920) μοντέρνα µορφή, 
(γεωμετρία) (ανάλυση) 
1885-1955 Γερμανία 1892-1945 Αυστρία 
Εικόνα 20 Εικόνα 21 


Αριστοτέλειο 


ΑΝ 
δι 3) Πανεπιστήµιο 


Θεσσαλονίκης 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Διανυσματικοί Χώροι (2) 
----922 ------ 


«ως ΕΠΙΠΙΥ Νοεῖπει 1921 


(άλγεβρα) 
1382-1935 


Εικόνα 22 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


' 18) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Διανυσματικοί Χώροι (3) 
σ------ω -- 


«8 Νάη αἄθΓ ΛαθΓάθη στο 
Κλασσικό του βιβλίο Μοαστη 
ΑἰρεύΓα (14930), έχει 
κεφάλαιο µε τίτλο Ι.ἱΠ6α8Γ 
ΑἰρεῦΓα, ὀπου ο ὀρος 
χρησιµοποείται όπως και 
σήμερα. 


1903-1996 
Ολλανδία 
Εικόνα 23 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Το πρὠτο διδακτικό βιβλίο προπτυχιακήἠς 
μοντέρνας γραμμικής άλγεβρας (2) 


1955 ΜΙΙΓςΚΥ 


«Απ ἱηϊγοσιμοῖίοη ἴο Ιἴπθ8Γ 
Δἱ66ΏΓ8» 


1919-1995 


Εικονα 24 
πως Ν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 30 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 
ρω Ν 


Βιβλιογραφία 
---ο--------- 


«ως (48Γ|Β. Βογο:; υῖα ς. Μεγζραςῃ, Ηιστορία των 
Μαδθηματικώὠν, Εκδόσεις Πνευματικός Γ. Α., 1997. 


«ως ΓἱΓΚ οἵγμίκ, Συνοπτική ιστορία των µαὺηματικών, 
Εκδόσεις ΔΑΙΔΑΛΟΣ, 2008. 


«ως Καΐζ Ν., Ιστορία των Μαὐδηματικὠν, Μια Εισαγωγή, 
Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2013. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/8) 
ο τρ --.. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 

ὦωὲ Εικόνα 1: "(αγάαπο" ΟΥ ἄ6ΓΟΙ4ΠΙΟ (αΓά8πο (1501-1576) - 
πιίρ://ας.ννἰκἰρεαία.οιρ/ννΚκἰ/ΒΙΙά:(αγααπο.Ιρρ 
(αα:Βαεπιῖζει:(ηγὶςϊἰαη(σγιςΠονν). [ἱοεθηςθαά μπας: Ριβ/ίο Ποηιαίη νία ΙΛ ΙΚἰπιθαἰα 
(οΠήπιοης - 
Πιίρ://εοπΊπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:(αγάαπο.]ρρΗπιεαἰανίενναι/ΕἰΙ6δ:(αΓοα 
ΠΟ.ΙΡΡ 

ὧωε Εικόνα 2: "5εκί" ΟΥ µρἰοαα ΌΥ Ε. Γ6πιρΓθζ - ΠΙῖρ:///νννν-ργοιωρς.αςς.ςῖ- 
8Πς.α6.µΚ/ "Πἰςίουγ. [ἰεθεηςθα εΠαςεί (6 ΒΥ-5Α 3.0 νία ΝΙΚἰπιθααία «οπΊπΊοης - 
Πἰτρ://εοπΊπιοης.νΙκἰπιααία.οιρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:5ακΙ.ΙρορΗηπιθαἰανίθνναι/ΕἰΙ6:5οΚκΙ.]ρα 


«α Εικόνα 3: "Λας ροϊϊ[γίθα ννἰηθίπι Ιαἰοηπίιζ" ΟΥ ΜΛΙΙαπι ΑπΠοηΥ (αγαην[θ, 
Ρῃ.Ο., ΙΙ.Ὀ. - Εἰεπιεηῖς οἱ ἴπα ΠἱΠαεγεη[ία| αΠα ΙΠῖθργα (αἰοεμ]ως (Γονίἰςθα], Τη6 
ΑἴΠΘΠΔΕΡΙΙΠΙ ΡΓ6ςς, (ἱΠπη ἁαΠα (ΟΠΙΡΦΠΥ, Βοσίΐοη, .5.Α., 1911.. ΓΙεθηςθα µΠαθΓ 
Ριβ[ίο Ώοπιαίη νία ΝΝΚΙπιθαία (οπΊπιοης - 


Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
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Θεσσαλονίκης 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/8) 
ο... μμ ἱὐ « «6 56 εξ --. 


ΠΙ{ρ://εοπιπΊοης.ννἰκἰπιθαἰᾶ.οιρ/ννἰκἰ/ΕἰΙα6:Μ4 οἵτ[γίοα ννἰ]ηθίπι ΙαἱοηΖ.ἱρσήῆπια 


αἰανίθιναι/Εἰ]α:νΛαρ ρσοϊϊτ[γίοα ννἰ]Πθίπι [αἱοίτ7.] 


«ωε Εικόνα 4: "ααργίθΙ ΓάΠΙΘΓ" Ὀγ ΟΓἱρίπαι μρἰοδαθί ννας ΒοβΏγ{οςς]!| αἲ 
θη.Νἰκἰρθαία - Τγαηςίθγιθα {Γοπι θη.νν]κἰρθαία; ἵγαηςί[θί ννας σἰαΐθα ἴο 06 πιαςθ 
Ὀγ [1ς6/:(α1ἱ6.. [Ιοεθηςθα μπας Ριβίίς Ώοπιαίπ νία ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ααβγίε| (ΓαπιεΓ.]ρϱΗπιεαάἰανίδνναι/ΕἰΙ 
6:ααργίθ] (ΓαπιθΓρϱ 


ὧωε Εικόνα 5: "Εἴίεππο Βαζουί2" ΟΥ ὑπκποννπ - ΠΙῖρ://ΑΝνννν-Πἰςίουγ.Πιςς.ςῖ- 
8Πς.ας.µΚ/ΡΙεϊΡἱςρΙ4γ/Βαζουῖ.Πϊπι|. [ἰεεηςθα εΠασαί ΡιβΙἰος Ποηπαίῃ νία 
Ν/ἠκπιθοαία (ΟΠΊΠΊΟΗς -Π{Μρ://οοΠιπιοης.ννἰκἱπιθαία.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙα:Εἴϊίθηπθ 
Βοζοιυῖ2.Ιρρηπιθαϊίανίθανναι/ΕἰΙ6:Εἴϊσπηςα Βοζοιυ[2.] 


ὧωε Εικόνα 6: "Ρί6ιΓε-οίπιοη-ἰαρἰαςε (1749-1527)". Ιἰεδηςαα μπας Ριβίίο Ώοπιαϊη 
νία ΙΛΙΚἰπιθααία (οππΊοης - Πἳίρ://εοππιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/νν]κἰ/ΕἰΙ6:Ρί6ΓΓ6- 
5ἱΠΊιοη-ἱαρίαςς (1749-1827).ἱρσΗπιεαίανί6ννει/ΕἰΙ6:ΡΙΘΓΓΕ-5ἱπιοη- 


ἱαρίαες (1749-1527).ἱρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/8) 
ας ο υΓυΕ:ςΕ6ϱ-.. 


ως Εικόνα 7: "οί Μαεαιμγίη (ΒµεΠαι-ΕθΘΓριςοι)". [Ιεθηςθα μΠασί ΡιΟΙίς 
Γοπιαϊΐηπ νία Μ/Ικἰπιθαία (οπήππιοης - 
ΠΙ{ρ://εοπιπΊοης.ννἰκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:6ο/ίπ Μαεἰαιγίη (ΒιζΠδη- 


Εαιριιςομ).ἱΙορρηπιθαίανίθινθι/Εἰ]6:6ο{ίπ ΑασΙαμγίαπ (ΒιςΠδη-ξΕθ/σιςοι).] 


ὧωε Εικόνα 8: "Βεηαϊχεῃ - (αγ ΕΓἰθαΓἰεῃ (αμ, 1828" ΟΥ δἱορίγίαα Ὠοαϊ]εν 
Βαηαϊίχεη - ριβἰςσηθα ἰπ "Ασϊγοποπιΐςσεμς ΝαεΠγεΠίθη" 1828. ΙΙεθηςθα μΠαςθΓ 
Ριβ[ίο Ώοπιαίη νία ΝΝκΙπιθαία (οΠΊπΊοης - 
Πἰτρ://6εοπΊπιοης.ννκἰπιθαία.οΓρ/νλκΙ/ΕἰΙ6:Βαπαίχθη - 


(αι ΕγἰεαγίἰεΏ (δι90(39609Ε, 1828.ἱρρηπιααίανίεννεΓ/Εί]6:Βεπαϊχεη - 
(αγ ΕΓἰθαΓίεη (αιιος3569Ε, 18528.ἱρρ 
«α Εικόνα 9: "(αγ ΕΓἰδάΓίοεῃ σαμςς" ϱΥ άοϊ[ἰθὈ ΒΙΘΓΠΊΔΠΠΑ. ΛΙ ἴπιαπη (ρΠοῖο) - 
(αιι[ἑ-αςςθ|ςςΠα[ί αδ[ίηπρεη 6... (Εοϊο: Α. ΑΛΠζπιαπη).. [ἰεθηςθα πάσι ΡμβΙίς 
Γοηιαίη νία ΙΛ Κἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:(αΓ| Εγἰδαγίεη («αμςς.]ρρηπιεαϊίανίς 
6ι/ΕίΙ6:( αγ ΕΓγἰααάγίεῃ (ααιιςς.Ιρ6 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/8) 


ὦωε Εικόνα 10: "Αιριιςίίη-ἱ ουἰς (αµεΏΥ 1901” ϱΥ ΡιβΙἰίς ἀοπιαίη - ΓΙΟΓαΓΥγ οἱ 
(οηρ[θςς Ργἱηῖς αηα ΡΠοϊορίαρῃς Πἱνίςίοη. ΕΓΟΠΙ απ Π]μςίγαϊίοη {Π: Ώας 
ηθιηΖζαεμηίϊθ )αηγηιηαςγί ἱπ Βἰαηπίςς6η / ΚάΓΙ ΙΛ/αγοΚκπιθἰςίςγ, ος. Βογ[ίη : 
ΚιηςίνεΓίαρ ἄθι ρΠοϊορΓαρῃἰςεῃθ ρεςθ|ἰςε[ῃα[ῖ, 1901, νο. Μ, πο. 581.. [Ιοθηςθα 
μπαςθί Ρωβ/ίο Ποηπαίη νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οΠΊΠΊοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιααία.οιρ/ννἰκί/ΕἰΙ6:Αιριιςίίη- 
|οµίς (αμεΏγ 1901.ἱ)ρρΗπιεαίανίενναι/ΕίΙ6:Αωριςίίη-ἱ ουὶς (αµςΗγ 1901.ἱρ6 

ὧωε Εικόνα 11: "(ατ Ιαεοοί" Ὀγ ΌπΚκποννη -ΩΙῖρ://ΝΝνννν.ςἶ|.σἰ.οαιι/αἰσίίαιςο|ἱδοῖίοις 
/Πςϊ/ςεἰεπτϊῃς-ἰαςειτίγ/αχρἰογς6.Πῖπι (ΓΘννοΓΚκαεα). [οθηςθα μπας: Ριωβίίς Ώοπιαίη 
νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - ΠΙϊρ://εοπιπιοης.νκἰπιθαἰα.οΓρ/νλΚΙ/ΕἰΙ6: 
(αγ |αςεοῦί.ΙρασΗπιεαϊανίεννει/ΕἰΙ6:(αγἱ |αεοθί.]ρς 

«α Εικόνα 12:"Ι6οροἰα ΚΓοπαεΚκα( 1965" Όγ ὑηί«ποννη - 
Πιίρ://Νννν.Ογἱζαπηΐσα.οΟΠη / ΕΒεΠεεΚκαα/πιεαἰα/28346/ΚΓΟΠΕΕΚΕΓ-1865. 
Ιοθ8ηςθα μπας: Ρωβ[ἰς Ώοπιαίΐη νία ΝΛΙΚἰπιθαία «οπηπΊοης - Πἳῖρ://εοπηπιοης. 
ννἱκἰπιαεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:ἱ αοροἰά ΚΓοπεςΚκει 1865.ἱρσηπιααίανίεννεΓ/ΕΙΙ6:ἱ 6ορ 
οἱα ΚΓοποςΚκει 1865.]ἱρ6 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/8) 
ας ὐϱ--... 


«ὲ Εικόνα 13: "Κατι ΙΛ/αἰειςσίΓαςς'' [Ιοθηςθά Πας Ρωβἰἰς Ποπιαίη νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία 
(οπιπιοης - ΠΙΤρ://οοΠηπιοης.ννἰκἰπιααἰᾶ.οιρ/ννἰκι/ΕἰΙα:ΚαΓἱ ΑΛ/δἰεΓςίγαςς.] 
Ηπιααἰανίδννει/ΕἰΙ6:ΚατΙ ΙΛ/Θἰειςίγαςς.]ρς 


«α Εικόνα 14: "Ί9πιες Ιοδδρη δγΙνεςῖςΓ" ΟΥ {ΓΓοπι:Πίϊρ://6Π.ννἰκὶρεαία.οΓρ/ννἰΚκί/ 
Ιπιαρςα:()ηιΙἴΙ6αθΔ.ἱρΡ. {Ιο8ηςθα µπαει Ρωβ/ίο Ώοπιαίπ νία ΑΛ ΙΚἰπιθαία 
(ΟΠΙΠΙΟης - 
ηΤῖρ://εοπιπιοης.ινἰκἰπιθαίἰα.οΓρ/ννἰκἰ/Γ6:]8ηιςς |ο5θρῃ 5δγΙναςίεγ.ΙρρΗπιθαία 


νίθνναΓ/ΕἰΙ6:]8η1ε6ς Ιο5θρΏ δγ|νεςίεΓ.ρρ 


ὧωε Εικόνα 15: "Αγίηιι (8γΙ6Υγ" Όγ ΠΙῖρ://Ννννν-ρΓοιρς.αςς.ςσῖ- 
8Π0.ας.ΗΚ/"Πἰςῖοιγ/ΡὶεϊΠἰςρἰαγ/{ς38γΙ6ΕΥ.ΠΙπΙΙ. [Ιοεηςθαα υπαάςΓ Ρωβ!ίς Ώοηιαίη 
νία ΑΛ Πκἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πίίρ://εοπιπιομς.ννκἰπιθαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕἰΙ6:ΑτίηιΓ (3γΙ6γΥ.ΙρσΗπιεαἰανί6ννει/ ΕΙ] 
6:ΑγίηιΓ (3γΙ6γ.ἱρ6 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/8) 
ας π᾿  μευυυ μμ. 


ὦωε Εικόνα 16: "αθοιρΕγορεπίμς" ϱΥγ ΕωΓίμ - (ἄ6): ΟὐεΓννο/ίαςῃ ΡΠποῖο (οΙ6εεῖίοη, 
Δις θἰηθπῃ Γοϊοαίοιπι ἄθι ΜαἰΠειπιαϊίσειθ6η (Ξ6ςθ|ἰςεΠαΙΠ (Ηαπιριιρ)(6εη): 
ΟΡεγννο]ίαεῃ ΡΠοῖο (οἱεοῖίοη, ΓΓΟΠΙ α ρΠοῖο αἰθιπι οἱ ἴπα Μαϊπαπιαϊίσε[θ 
(αςθἰἰςεῃα[ (Ηαπιοιιρ). [Ιοεθηςθα μΠα6/ (6 ΒΥ-5Α 3.0 νία ΛΝΚἰπιθαία (οΠΊΠΊοης- 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:σεοιρΕγοβεπἰως.ΙρϱΗπιεαἰανί6ννε/Εἰ]6 
:«αθοιρΓἑγοροεπἰυς.]ρρ 


«ωα Εικόνα 17: "ΛΙΙἰαπιβονναπΗαπι/ τοι" Ὀγ πκποννη - ΠΙῖρ://πιαϊΠειιαϊίι- 
οη(ἰπςα.αθ/Ε77.Πῖπι. [ἱοθηςσθα μπας: Ριβ[ίο Ώοπιαίπ νία ΙΛ ΙΚἰπιθαία «οΠήήηοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οιΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:ΝΛΠΙἰαπιβονναπΗαπιἰ{οημ.ΙρερΗπιεαϊίανἰ 
Εννει/ΕἰΙ6:ΜΙΠαπιβονναπΗαπι/[ἴοη.Ιρερ 


ὧωε Εικόνα 18: "ΗδΓπιᾶηη «ΓΑ[ΟΠΙΔΩΠ" Ὀγ πκποννη - ΠΙϊρ://ννν-Ωἰςίοιγ.Πηςς.ςἵ- 
8Πς.ας.µΚ/Βἱρρὶοῖμγες/ΓαςςΠΙΔΠΗ.ἱρθρ. [οεηςθ6α μπας: Ριωβἰίς Ώοπιαίη νἷᾶ 
ΜΝΙΚἰπιθαία (οπΠήπιοης - 
Πιίρ://εοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:Η6γπιαπη ἀΓα6(3269ΕΠπιαηΠ.]ρρήπιααί 
ἂνἰθννε:/ΕἰΙ6:Η6ΓΠι8πΗ (4Γ426Γ39609ΕΠΙαηΠ.]ρ6 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (7/8) 
ο ο -υ-υκὍο--- 


«α Εικόνα 19: "ἀἰιςθορρθ ΡΘ4ΠΟ" ὈΥγ ὑπΚποννη - 5εΠοοΙ οἱ ΜαϊΠεηιαϊίες αΠᾶ 
οἰαΐϊσίίςς, [)πἱνθις!ϊγ οἵ 5ί Απαίεννς, οεοἵ]απα [1]. [Ιοεθηςθα µας: ΡιΟ|ίς 
Γοπιαίἱη νία ΙΛ ἠΚἰπιθαἰία (οπιπιοῆς - 
Πιίρ://οεοπιπιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:σἱµμςερρς Ρθαπο.]ρΡΗπιεαἰανίδνν6ι/Ε 
[α:(ἰιαςαρρθ Ρθαπο.ρρ 


«α« Εικόνα 20: "ΗεΓπιαηη ΛΙΘΥΙ ΕΤΗ-ΒΙΡΟ Ρογϊίτ ΟΟΒΘΟ” ϱγ ΕΤΗ ΖΜΓΙεῃ - ΕΤΗ- 
ΒΙΟΙἰοϊπακ ΖήγίςεΠ, Βἱαατγεβίν. [ἰεθηςθα μπας (6 ΒΥ-5Α 3.0 νία ΙΛΙΚΙπιθαία 
(οπππΊοης - ΠΙῖρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/νἰΚΙ/ΕΙΙ6:Η6Γπιαηη ΛΙΘΥΙ ΕΤΗ- 
ΒἱΟ Ρογῖγ 00890.ἱρρηπιεαίανίεννει/ΕἰΙ6:Ηθ6Γπιαπη ΙΛ6ΘΥΙ ΕΤΗ- 

ΒΙΟ Ρογϊίγ 00890.ἱρΡ 

ᾳ8 Εικόνα 21: "Ον ὁλωυ ὦ3ἱἱ μὴ οἱ μὶι ἡὶ ος "ογ Ηιςςείη αραμ[ΠαΚίπι - Όννη νο]. 
ΙΙεθηςθα μπας (6 ΒΥ-5Α 3.Ονία ΝΝκΙπιθαία (οπΊπιοης - 
Πιίρ://εοπππιοης.ννκἰπιθαἰα.οιΓρ/ννἰκΙ/ΕἰΙ6:560826ΒΘΟΟΡΒΦΟΑΟΟΡΟΡ6ΒΘΔΡ6Ρ926085 
ΦΟΡΘΡΟΑ/ΡΟΡΘΡΟΒ496Ώ826ΟΒ1ΙΦΟΡΘΟΟΒΑΡΟΡΔΒΡΟΑ7ΡΟΡΘΖΟΒΘΟΟΡΘΟΟΒΑΡΟΡΒΡΟΑ7/ΡΟΡΘ26 
ΑΑ νοΡΘΡΟΑ/ΡΟΡΘΡΟΒ496Ώ8ΘΟΑΒΟΟΡΘΡΟΒΘΡΟΡΘΟΟΒ4960Ώ956086ΦΟΡΒΡΟΑΕΡΟΡΘΟΟδΟ 6 


Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 38 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (8/8) 
ας ὐϱ--.. 


Γ896Β396ΠΘΟΟΑΑΡΟΡΘΡΟΘΑΡΟΡΟΘΟΟΒ1ΦΟΡΒΟΟΑ7ΟΟΡ92Ο686 9οῦ8ΦοΑδΟΟΡΘΟΟΘΘΟΟΡΒΟΟΑ726 

ΓΘΟ6ΑΕ.ΙρρΗπιααἰανίενν6Γ/ΕἰΙ6:50Ώ86ΒΘΟΟΡΒΟΟΑ7ΡΟΡΘΟΟΘΔ96Ρ996085. 9οΏΘΟΘΑ7ΟΟΏ926 

8496Ώ806Β196ΡΘΟΟΒΑΦΟΡΘΒΟΟΑ7ΟΟΡΘΒΟ6ΟΒΘΟΟΡΘΟΟΘΑΦΟΡΒΟΟΑ7ΡΟΡΒΟΦΟΑΑ ΦοΡΒΡΟΑ7ΡΟΡ9Ο6 

54 90Γ8Ό6ΘΑΘΒΟΟΡ9908826Ρ99(8496Ρ996086Ό6ΡΒΟΟΑΕΟΟΡΟΘΟ689 9οΏ8βΦΟΒΞΟΟΡΒΟΟΑΑΌΟΡΟΟΟΒ 

ΑΡΟΡ9Ο68196Ώ82ΕΟΑ7ΡΟΡΟΦ6Ο86 9οΏ8Ό6ΑΒΟΟΡ9ΘΡΟΘΘΟΟΡΒΟΟΑ7ΟΟΡδΒΟΟΑΕ.]ρ6 

ως Εικόνα 22: "Νοείηοαι" Ὀγ ὕπΚποννη - ΕΠΙΠΙΥ Νοείϊπει (1882-1935). ΙΙεεηςαά 
μπαςθί Ρωβ/ίο Ποηιαίη νία ΑΝ ΙΚἰπιθαία (οΠΊΠΊοης - 
Πιίρ://εοΠηπιοης.ννἰκἰπιεαἰα.οιρ/ννἰκί/ΕΙΙ6:Νοείπεγ.]ρρΗπιεαἰανίδνναει/ΕίΙ6:Νοαίῃ 
6Γ|ρ6 

ὧωε Εικόνα 23: Πῖῖρς://Ννν.ΙΙΓαΓΥ.εἴΠΖ.εΠ/ΒεςςοιΓοθδη/Πἱρίϊα[ε- 
ΒἰΟΙἰοϊΠεκ/Κιωγζρογίγααῖς/ΒαΓγίε|-ἱἰ οεπασγί-ναη-αςι-ΙΛαεΓαεηπ-19023-Ρἱς-1996 


ὧωε Εικόνα 24: ΠΙΙρ://ΝΝΝνν.ΠΠαῦ.εοπι/ρθοΡρΙε/ 194/000022128/ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 39 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
-------ο-------- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 140: Γραμμική 
Άλγεβρα. Ενότητα 10.1: Μία σύντομη ιστορία της γραμμικής άλγεβρας». 
Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 

Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


Ωἰ{ρ://θείᾶςς.αμϊη.σΓ/ςοµ/ςθς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδόοτησης 
------ωο- ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖϊίνθ («οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ/Ίἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
-----ο-------- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Ιστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 11: Περιήγηση στην Ιστορία της 
Στατιστικής 


Χρόνη Μωυσιάδη (καθηγητή ΑΠΘ) 
και Τάκη Παπαιωάννου 
(οµότιµου καθηγητή Πανεπ. ἰωαννίνων και Πειραιώς) 


ΕΠΙΧ ΄ 
ο... ή .ά . ο. -- «ΕΣ. ΠΑ 
τσ 072010 (ος) (}) (ο) 
παικο ο. ἃ τις, ΝΗΠΕ ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  ευρωπαϊκο . -- ΒΥ ση 


Ευρωπαϊκή Ένωση ὉΙ ΔΙ Π Ἠ Α ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοι ό Ταµεί. 
αι ΜΕΣ  Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
------------- 


ὧε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ως Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Χρηματοδότηση 
---------- 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσιατου 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο τη 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ Ὁ- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ευρωπαϊκή Ένωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο κ. Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ῷ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
-----ὁο--------- 


ὧα ἱστορία της Στατιστικής. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 


--ᾱ --.... 


αᾱα Περιήγηση στην Ιστορία της Στατιστικής. 


πως Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Από την αρχαιότητα µέχρι το 1500 
σσ ---- 


450 π.Χ. 

Ο Υππίας της αρχαίας Ηλείας 
χρησιμοποιεί τη µέση τιµή του 
χρόνου διάρκειας µιας βασιλείας 
για να προσδιορίσει την 
ημερομηνία των πρὠτων 
Ολυμπιακών Αγώνων, περίπου 300 
χρόνια πριν αποτην εποχή του. 
Γνώριζε πόσοι βασιλείς είχαν 
προηγηθεἰ. 


Εικόνα 1 
Οπλιτοδροµία 550 π.Χ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


431 π.Χ. Το ύψος των τειχών 
-- (2 -------- 


431 π.Χ. 


Οι επιτιθέµενοι στις 
Πλαταιές κατά τον 
Πελοποννησιακό Πόλεμο 
υπολογίζουν το ύψοςτων 
τειχών μετρώνταςτον 
αριθµό (το πλήθος) των 
σειρών απο τούβλα. 


Εικόνα 2 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


) 3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Συχνή τιµή (πιοςς) 
----θ 


Η μέτρηση επαναλαμβάνεται 
αρκετές Φορές απὀ 
διαφορετικούς στρατιώτες. 

Η πλέον συχνή τιµή (πιοςς) 
λαμβάνεται ὡς η πιο πιθανή. 
Πολλαπλασιάζοντας την τιµή 
αυτή µετο ύψοςτου τούβλου 
επέτρεπε στους επιτιθέµενους 
να υπολογίζουν το µήκος της 
σκάλας που θα αρκούσε για να 
αναρριχηθούν στα τείχη. 


Εικόνα 3 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


28] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Δειγματοληψία 
σσ ω ----- 


400 π.Χ. 


Στο Ινδικό έπος η ΜΠαΡΠαΓαἴ8, ο Βασιλιάς ΒἴμραΓΠα εκτιµά το 
πλήθος (τον αριθµό) των φρούτων καιτων Φύλλων του δένδρου 
νιοΠἰκαϊῖα (δένδρο που ευδοκιμεί στη ΝΑ Ασία µε καρπούς σαν ζάρια 
και µε πολλές θεραπευτικές ιδιότητες) καταμετρώὠντας τούς καρπούς 
και τα Φύλλα σε ένα κλαδί και µετά πολλαπλασιάζοντας µετον 
αριθµό των κλαδιών. Οι εκτιµητές που προέκυψαν (2095 φρούτα και 
50 000 000 φύλλα) ήταν πολύ κοντά στις πραγματικές (αληθινές) 
τιµές. 

Αυτό αποτελεί το πρὠτο καταγραφέν παράδειγµα δειγματοληψίας 
- «αλλά αυτή η γνώση κρατήθηκε μυστική» λέειτο έπος. 


Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 9 


Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


π 
“απο Ὢ 
Φον Ἡ 
Γι 
ΠΗ 


(α[πιρςθ {Τοπι ΜαΠαΡΠαΓαϊα 


“., ' 


Οπιρςθ 


Εικόνα 4 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
πρ) Θεσσαλονίκης 


10 


Απογραφή 
το --- 


Ομ.Χ.(7 μ.Χ.) 

Η απογραφή αποτον 
κυβερνήτη της Ρωμαϊκής 
επαρχίας της Ιουδαίας 
Κυρήνιο. 

Μνημονεύεται στο κατά 
Λουκάν Ευαγγέλιο ως ολὀγος 
του ταξιδιού του Ιωσήφ και 
της Μαρίας στη Βηθλεέμ για 
να Φορολογηθούν. 


Κοπιαπ αυάνγπια/]δίοςκ/ΤΠῖπΚςῖος! 


Εικόνα 5 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ἡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 


11 


Κινέζικη απογραφή 
------3---- 


(206Ππ.Χ. -9 μ.Χ.) και (25-220 μ.χ.) 


Κινέζικη απογραφή κατά τη διάρκεια της Δυναστείαςτου 
Ηαη βρίσκει πληθυσμό 57.67 εκατομμύρια κατοίκων σε 
12.36 εκατομμύρια νοικοκυριά -- η πρὠτη απογραφή 
πληθυσμού γιατην οποία υπάρχουν δεδοµένα και η οποία 
θεωρείται ακόµη και αποτους ειδικούς ὡς ακριβής. 


ως ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ίος αιώνας π.Χ. 
--«ο ------ 


Εικόνα 6 
Σινικὀ τείχος (δυναστεία Χαν) 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


τα 


μπω Αριστοτέλειο 
στο 


Ανάλυση συχνοτήτων 


---..-.--.--ᾱ--....... 


840 μ.Χ. 

Ο μαθηματικός ΑΙ -- Κἰπαγ, Μωαμεθανός Φιλόσοφος, ιατρός 
και μουσικός, γνωστός και ως ο Φιλόσοφος των Αράβων, 
απο το Ιράκ, χρησιμοποιεί ανάλυση συχνοτήτων για να 
΄σπάσει’ μυστικούς κὠδικες. Π.χ.τα πλέον συχνά σύμβολα 
σε ἑνα κωδικοποιημένο μήνυμα αντιπροσωπεύουν τα πλέον 
συχνά γράμματα. Επιπλέον ο ΑΙ -- Κἰπάγ εισάγειτους 
Αραβικούς (σημερινούς) αριθμούς (ψηφία) στην Ευρώπη. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Αραβικός κὠδικας - ανάλυση 
συχνοτήτων 


«4. με ου αωφων ../ἱρ-εἷς 
540 μ.Χ. αρα ὁ τμ ιλ. ” 


ΑΔ ΝΑ οφ 
ν Αλ, Αφὰ, οσο. πάν 
ἕως 


Εικόνα 7 ο ο... 


ονομα κ ος -ρψ] ων 


χα 
ολ λλ ᾱςᾱ- ο σοι κ Αφ νφιάτν 


.... 
ΡΕ Ην 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο 4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
πο Θεσσαλονίκης 


Γράφημα - Βιβλίο Κικέρωνα 


Μάρκος Τύλλιος Κικέρων 
10ος αιώνας 106-435 π.Χ. 


Ὀ 
ο. 


Το πρὠτο χρονολογικά 
γνωστό γράφημα, σε 
σχολιασμό βιβλίου του 
Κικέρωνα, παρουσιάζει την 
κίνηση των πλανητών στον 
ζωδιακό κύκλο. Προφανώς 
επρὀκειτο να 
χρησιµοποιηθεί στα σχολεία 


των μοναστηριών. Εικόνα 8 
Πολιτικός, δικηγόρος, ρήτορας και φιλόσοφος 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 16 


ἡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 
Θεσσαλονίκης 


Απογραφή - Επίσημες Στατιστικές 
στην Αγγλία 
σσ ω --- 


1069 μ.Χ. 


Βιβλίο Βοπιεςα8Υγ: Απογραφή για 
τον Ουίλιαμ τον Κατακτητή 
αγροκτηµάτων, χωριών, και 
κτηνοτροφίας στο καινούργιο 
του βασίλειο. 


Είναι η αρχή των επίσηµων 
στατιστικὠν στην Αγγλία. Το 
βιβλίο Ώοπιεςαδ8γ είναι το 
παλαιότερο δηµόσιο αρχείο που 
υπάρχει στην Αγγλία. 


Εικόνα 9 


πως, Αριστοέλειο ο Πτι ἡμῶν ο. 
( . Ἡ ἱστορία των Μαθηματικών 17 


'8) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τγία| οἱ ἴηθ ΡΥΧ 
------..-οὐλι, 


1150 μ.Χ. 


Δοκιμή του ΡΥΧ (ΤΓία| οἵ ἴπθ ΡΥΧ) 
[απο το ελληνικό πυξίδα -- πυξὀς): 
αρχίζει ο ετήσιος έλεγχος της 
καθαρότητας των νομισμάτων που 
παράγονται αποτο Βασιλικό 
Νομισμµατοκοπείο της Αγγλίας. 

Τα νομίσματα επιλέγονταν τυχαία 
µε σταθερές προκαθορισµένες 
αναλογίες ὡς προς τον αριθµό 
νομισμάτων που κόπτονται. Ο 
έλεγχος συνεχίζεται μέχρι σήµερα. 


Εικόνα 10 


κ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
νΝ 


] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
ον) Θεσσαλονίκης 


Πληθυσμιακή απογραφή Ουαλίας 
σσ ω ----- 


1188. 

Ο αογαἰά της Ουαλίας (ιερωμένος του μεσαίωνα και 
χρονογράφοςτης εποχής του) ολοκλήρωσετην πρώωτη 
πληθυσμιακή απογραφή της Ουαλίας. 


Ἕππωνν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Τρίγωνο του Ραςςα[ το 1303 


Εικόνα 11 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


20 


Διωνυμικοί συντελεστές 


---ὐἰ-.... 


1303 


Κινέζικο διάγραμμα µε τίτλο «Ο παλαιός χάρτης της 
μεθόδου των επτά πολλαπλασιαζόμενων τετραγώνων» 
παρουσιάζειτους διωνυμικούς συντελεστές μέχρι τη 
δύναμη του οκτὠ,τους συντελεστές που είναι θεµελιακοί 
στα μαθηματικά των πιθανοτήτων και εμφανίστηκαν 
πεντακόσια χρόνια µετά στη Δύση ως τρίγωνο του Ραςεαἰ. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


21 


πως Αριστοτέλειο 
ῴπο λ 


Νέα χρονικά -- ἀἰοναπη! ΝΙ{]αηὶ 
µἔἼΙΙίἾἶω .Ἱ ἹἼ{Ἴ{Ἴ{ἄ.ἄ.. 


«ως 1346 Το Νµονα (6γοπίσα (Νεα Χρονικά) Ἔ του σἰοναπηί 
ΨΙαηί δινει στατιστική πληροφόρηση γιατον πληθυσμό 
και το εμπόριο της Φλωρεντίας. 


Ἐτα Νέα Χρονικά είναι µια ιστορίατης Φλωρεντίαςτου 
14ου αιώνα που δημιουργήθηκε χρόνο µε το χρὀνο και 
γράφτηκε, αρχικά, απο τον Φλωρεντινό τραπεζίτη και 
αξιωματούχο ΝΙἱαπί. Περιγράφει µε λεπτομέρια τα κτήρια 
της πόλης, και δίνει στατιστικές πληροφορίες για τον 
πληθυσμό, το εμπόριο, την παιδεία, τη θρησκεία, τις 
καταστροφές κλπ. Εχει αναφερθεί ὡς µια πρώτη εισαγωγή 
στη Στατιστική. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Η Μαθηματική θεμελίωση 
(1500-1900) 


1560 μ.Χ. Ο «6Γ{οηγΠιΙο (αΓά8Πο, 
ιταλός μαθηματικός, φυσικός, 
γιατρός και παίχτης (ραπιΡΏΙαΓ) της 
Αναγέννησης υπολογίζει τις 
πιθανότητες διαφόρων ρίψεων 
δυο ζαριών για τους παίκτες των 
τυχερών παιχνιδιών. 


ιο. 
ελ 

σσ ο ήν λὴ 

5» / εν Μα ) 
” ο δν 6 4 
” Εικόνα 12 

Ν ὀροο ιο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


23 


Αστρονομία - αριθμητικός µέσος 


ιο... 


1570 

Ο αστρονόμος ΤγεΠο ΒΓ{ας/Π6, Δανός ευγενής γνωστός για τις ακριβείς 
και λεπτομερείς πλανητικές παρατηρήσειςτου, χρησιμοποιεί τον 
αριθμητικό µέσο για να μειώσει τα σφάλματα των εκτιµητώντου για 
τις θέσεις των αστέρων και των πλανητών. 


Εικόνα 14 Εικόνα 15 
.. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


24 


Τοιοςᾶο - Βοηπιθ 
----ίω----- 


1644 μ.Χ. Ο ΜίεΠαε| ναη ΙαΠῤί6Η, Ολλανδός αστρονόμος και 
χαρτογράφος, χαράσσει το πρὠτο γνωστό γράφημα στατιστικὠν 
δεδοµένων που δείχνει καιτο μέγεθος πιθανών σφαλμάτων. Αφορά 
διαφορετικούς εκτιµητές της απόστασης (γεωγραφικού µήκους) 
μεταξύ Τολέδο Ισπανίας και Ρώμης. 


0 ἡ | 
Ω  ἡ{ῷ ἕ η 
ς τὸ μι ) 
’ ς ελ ΕΕ τ. ν 
ὁ ΘΟΛΟΣ ΡΕ ΙΑ Ἱονοίτιν, ὃν 111 Μό ες 1δ 
. ὃ δν οθό όν ά 
ὐ ἡ ἠῷ λοΜΛΔύὰ 
2 0 
Εικόνα 16 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 25 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ραςςαἱ - Εογπιαϊ 


---υ-κ-ὐ.. 


1654 μ.Χ. 


Ο Ραςεαἱ και ο ΓθΓπιαϊ 
αλληλογραφούν γιατον 
καταµερισµό των 
στοιχημάτων στα τυχερά 
παιχνίδια και μαζύ 
δημιουργούν τη μαθηματική 
θεωρία πιθανοτήτων. 


Εικόνα 17 


(βαν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ὡ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


26 


Ηιωγρεης - Η λογική των τυχερών 
παιχνιδιών (1) 


-....--μυ--ὐᾱ-. -͵.... 


1657μ.Χ. 
Το βιβλίο του Ηιµγρεης µε τίτλο ΄Η λογική των τυχερών 
παιχνιδίων’ (ΟΠ Βθαςοπίηρ ἱπ ἄ4ηιθς οἱ (Παπςθ) εἶναι το 
πρὠτο βιβλίο στη θεωρία πιθανοτήτων. Ο Ηιωγρεης εφεύρε 
επίσης και το ρολόϊ εκκρεμές. 


ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ἵμπων Αριστοτέλειο 


Ηιωγρεης - Η λογική των τυχερών 
παιχνιδιών (2) 
σσ ω --- 


1663 μ.Χ. 
Ο άγγλος οπή αγαυπῖ, ἑνας αποτους πρὠτους 
δηµογράφους κατά επάγγελµα έµπορος Ψιλικών, 
χρησιμοποιεί ενοριακά αρχεία για να εκτιμήσει τον 
πληθυσμότου Λονδίνου. 


πο τς 4. κο 


Εικόνα 18 


 Μ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 28 
}. Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


ΕαάπιωΠαά ΗδΙΙΘΥ 
Πίνακες θνησιμότητας 
σσ ω ---- 


ας 1693 Ο ΕάπιμΠα Ηα[ΙΘθγ, άγγλος αστρονόμος, γεωφυσικός, 
μαθηματικός, µετεωρολόγος, δηµιουργείτους πρὠτους 
πίνακες θνησιμότητας που συνδέουν τους ρυθμούς 
θανάτου µε την ηλικία --το θεμέλιο των ασφαλειών ζωής. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ΕαάπιωΠαά ΗΦΙΙΘΥ 


Εικόνα 19 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


30 


]8ςοῦ Βθιγπου/!! 
ἍἔἼίῖίἾίὕὁ. Ἱ ἹἼ{Ἴ{Ἴ{ἦἥἵ.Ἴ.... 


ας 1713 Ο Ιαςεοῦ ΒεΓποιμ[ί στο βιβλίο του µε τίτλο Άίς 
εοπθδείϊαπαϊί’ (ΤΗ6 αγὶ οἱ εοπδοϊιγίπρ) παρουσιάζει τον 
Νόμο των Μεγάλων Αριθµών - ὀσοπιὀ συχνά 
επαναλαμβάνεις ένα πείραμα τόσο πιο ακριβέστερα 
μπορείς να προβλέψεις το αποτέλεσμα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


31 
Τµήµα Μαθηματικών 


Βολταίρος: Βἱρρίηρ ἴμο |οἱῖδιγ 
------ὁο---- 


17258 


Ο Βολταίρος και ο μαθηματικός Φίλος του αθ |α (οποαπιἰπθ 
εντοπίζουν ὁτι µια λαχειοφόρος µε ομόλογα στο Παρίσι 
αποδίδει, µε διάφορα βραβεία και ἱαςκροῖς, περισσότερα 
κέρδη απὀτο συνολικό κόστος των δελτίων. Επενδύουν στην 
αγορά, αγοράζουν δελτία και µε απλά μαθηματικά και 
νόµιµα τεχνάσματα κερδίζουν µια περιουσία (βλ. Ηονν 
Νο[ζαίγθ Ππιαςθ α Τογῖμπς γἱρρίηρ ἴπθ Ιοἵἴθιγ ἵη Το-σαγ / /οµπα 
ουῖ, ἰοπόαοη Βμ5ἱηθςς 5εΠοο/|). 


αν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


η Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


σίαϊιςίίςες 


---.---.--ὁὐ-....... 


1749 μ.Χ. 
Ο αοϊϊ{γίθα ΑεΠεηννα/|, Γερμανός φιλόσοφος, ιστορικός, 
οικονομολόγος, νομικός και στατιστικὀς, κατασκευάζει τη 
λέξη «στατιστική» (5ίαϊἰςίῖςς -- σἰαϊίὶςιϊ]ς) εννοώντας την 
πληροφορία που χρειάζεται για να λειτουργεί ἑνα κράτος 
(σ{αἱ6). 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Καζανόβα και κρατικά λαχεία 


πμ” -----µ-ὐ-λε 


1757 μ.Χ. 


Ο Καζανόβα γίνεται θεματοφύλακας ({γιςῖςςθ) των Γαλλικων 
Κρατικών Λαχείων. Εικάζεται οτι συνέβαλε στην επινόηση και 
δηµιουργία του συστήµατος των λαχείων. 


Εικόνα 20 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


τη Ἰ 03) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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ΤΠΟΠΙᾶς Β3άγες 


---υυ--ὖὓἳἷι, 


1761 μ.Χ. 


Ο αιδεσιµότατος ΤΠοπ]ας 
Βαγες αποδεικνύει το 
θεώρημα του Β8γος -τον 
ακρογωνιαίο λίθο της 
δεσμευμµένης πιθανότητας 
και του ελέγχου 
πεποιθήσεων και 
υποθέσεων. 


Εικόνα 21 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


24) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ν/ΗΙ8ΠΙ ΡΙΑΥ{αΑΙΓ 
--- 


17586 μ.Χ. 


Ο ΝΝΗΙἰαπι ΡΙ3γ{αἰΓ, μηχανικός 
και πολιτικός οικονομολόγος 
απο τη Σκωτία, εισάγαγει 
γραφήματα και 
ραβδογράμμµατα για να 
παρουσιάσει οικονομικά | 
δεδοµένα. Θεωρείται ως ο πα μακμνμκνακος, 
θεμελιωτής των γραφικων 
μεθόδων της στατιστικής. 


αγοις κοκ Ίκηνεννν - αι ὄνωνι ΤΗΣ ΝΑΙ ς ΝΟΗΝΕΑΝΧ δα συ θε 


ευ] σ. 


Εικόνα 22 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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αΠροιγίῖ Ν/ηΙῖο 
ο“ “227 -------- 


17589 μ.Χ. 


Ο αἰ]ρεγί ΙΛΠΙΐς και άλλοι ιερωμένοι- νατουραλιστές 
καταγράφουν - κρατούν αρχεία θερμοκρασιών, 
ημερομηνιών των πρὠτων χιονοπτώσεων και εμφανίσεων 
κούκων, χελιδονιών κλπ. 


Τα δεδοµένα αυτά αποβαίνουν χρήσιμα αργότερα στη 
µελέτη των κλιματικών αλλαγών. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ἵρωων Αριστοτέλειο 
«μπω ὓ 


Πρώτη απογραφή στην Αμερική 
σσ ω ------ 


1790 μ.χ. 

Η πρὠτη απογραφή στις ΗΠΑ, η οποία έγινε µε έφιππους 
απογραφείς σε 13 Πολιτείες και γειτονικές περιοχές και µε 
εντολή του τρίτου Προέδρου των ΗΠΑ Τποππας Ιθ/ε6(ςοη, 
καταγράφει 3,9 εκατομμύρια Αμερικανών. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


: Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Η Στατιστική στα Αγγλικά 


1791 μ.Χ. 

Η πρὠτη χρήσητου όρου - 
λέξης “σίαϊϊςιϊιες” στα Αγγλικά 
απο τον 5ἱΓ ΟΠΗ δἰἱποίαίΓ στις 
δημοσιεύσεις του µε τίτλο 
«Φίαἰἰςίίσαι Αεεοιμηί οί 
οεοί/αηα» που περιγράφουν 
στατιστικά στοιχεία για τη 
ζωή στη Σκωτία. 


Εικόνα 23 
1754 -1535 


ἱστορία των Μαθηματικών 39 
Τµήµα Μαθηματικών 


Η μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων 


-.....---μυ--ὐ-...-.-.... 


1805 μ.Χ. 


Ο Απαγίεη -- ΜαΓίθ Ι6ρ6ηα[θ, 
ο διάσηµος μαθηματικός 
απο την Τουλούζη Γαλλίας, 
εισάγειτη µέθοδοτων 
ελαχίστων τετραγώνων για 
την προσαρμογή µιας 
συνάρτησης - καμπύλης σε 
ένα δεδομένο σύνολο 
παρατηρήσεων. 


Εικόνα 24 
Ι6ρ6/ηαΓ6, ΑαΓί6- 
ΜΙαγίε (1752-1533) 


ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


40 


Κανονική κατανομή 


1808 μ.Χ. 


Ο σαιςς, µε συνεισφορές αποτον 
Ιαρίαςθ, παρουσιάζει (αθγίνες) την 
κανονική κατανομή που είναι τόσο 
θεμελιώδης στη Στατιστική και τη 
Θεωρία Πιθανοτήτων (µελέτη 
µεταβλητότητας και σφαλμάτων). 


Εικόνα 27 
ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Β 
Εικόνα 25 
1777-1555 


Εικόνα 26 
1749-1527 
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Μαπεμοεςίαι δἱαϊ[ςίίςαι 5οεἱαῖγ 


--.---ᾱ--ᾱ--....... 


1833 μ.Χ. 

ως Η Βηἰςη Αςςοε]αϊίοι {οι ἴῃο Ααἀναπεσπιθηϊ οἱ 5είθηςο ιδρύει 
Τµήµα (ςαοἴίοι) Στατιστικής. Ο ΤΠοηΊαᾶς ΜαΙἴΠις, γνωστός 
δηµογράφος και πολιτικὀς οικονομολόγος ο οποίος μελέτησε και 
ανέλυσε την ανάπτυξη πληθυσμών και ο (ΠαΓί6ς ΒαῦΏραρθ στον 
οποίο αποδίδεται η ιδέα του προγραμματιζόµενου υπολογιστή, 
ήσαν µέλη. Αργότερα το Τµήµα αυτό έγινε η ΒΟΥαΙ 5ίαϊϊςίῖσαι 
5ος(θίγ. 

ὥωε Ενα χρόνο πριν εἶχε ιδρυθεί η Μαπεμοςῖοαι 5ίαϊϊςίίσα| 5οςἱθῖγ 
που υπάρχει ακόµη. Εικόνα 28 

͵ ΒΟΥΑΙ. ος Μαποῄμοςία: Φίαΐ[σίϊσα[ ΦοςΙθῖγ 


5ΤΑΤΙΣΤΙΓΑΙ. 
ΞΟΓΙΕΤΥ 


"ΕοΓ ϐΙ/ νῃο (ΠΙΠΚ 8βοιί 5οεἰθ[ 8Πά ΘοοποΠηίο 8Παίι5᾽ 


ἱστορία των Μαθηματικών 42 
Τµήµα Μαθηματικών 


Ααοίρῄᾖο Ωυσαῖϊειοαῖ 


1835 μ.Χ. 


Ο Βέλγος Ααάοἰίρῄᾖε Ωιοεῖϊεἰαεῖ στο βιβλίο 
του Πραγματεία επι του Ανὺρωώπου 
(Τγθαίίςθ οη Μαη) εισαγάγει την 
Κοινωνική Στατιστική ( "ςοεία[ ρῃγσἰςς') 
και την έννοιατου «μέσου ανθρώπου» 
-ως προςτο ύψος, το δείκτη µάζας 
σώματος και τις αποδοχές, 


ρυθμούς θνησιμότητας, γάμων ἠή 
αυτοκτονιών κόντρα στην αντίληψη της 
ελεύθερης επιλογής. Εικόνα 29 


προσπαθώνταςναε νεύσειτου ” | 
ρ ς να ερµη ς ο... 
το 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ΑΠΊΘΓΙςΒηΗ οίαϊ[ςίίσαί ΑςςοςΙαϊίοῃ 


1839 μ.Χ. 

Ιδρύεται η Απιεγίσαη οἵαἴϊςίίσαἱ Αςςοςσἰαϊίοη. Οι Αἰοχαπάςθί 
(Γ4ΠΙΠΙ Β6ΙΙ, ΑπαΓανν (αγπορίθ και ΜαΓΙΙΠ ναηπ Βι/6η 
γίνονται µέλη της. 


ΑΦΑ. (Απ 


ΑΜΕΡΙΟΑΝ ΡΙΑΤΙΡΤΙΟΑΙ. Ἡ ! 
ΑΡΟΟΟΙΑΤΙΟΝ | τος, ο ΕΗΠΙΤΤΗ 


Ργοηιούύης ο [Γπασήίορ αιά Γγο[οίοῃ οἱ Φα Ηἡνεέος 


Εικόνα 30 Εικόνα 31 


ὶ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Η αρχή της ιατρικής στατιστικής 


-....--μ-ᾱ- -..... 


1840 μ.Χ. 


Ο ΜΝΙΙἰαπῃ ΕαΤΓ, Βρετανός επιδηµιολὀγος, εγκαθιδρύει το 
επίσηµο σύστημα καταγραφής των αιτίων θανάτου στην 
Αγγλία και Ουαλία. Αυτό επιτρέπειτην παρακολούθηση -- 
ιχνηλάτηση των επιδημιών και τη σύγκριση ασθενειών - 
είναι η αρχή της ιατρικής στατιστικής. 


ην ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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«μηχανή διαφορών» 
(αἱ/Τθιγθηςςθ θηρΙηε) 


1849 μ.Χ. 
Ο 6ΠαΓίε6ς ΒαΏΏαΡρθ σχεδιάζει τη 
«μηχανή διαφορών» (ἀῄθειγθηςςε 
θηρἰπθ) ενσωματώνονταςιδέες 
χειρισμού δεδοµένων καιτου 
σύγχρονου υπολογιστή. 

Η µηχανή διαφορών πινακοποιεί 
πολυωνυμικές συναρτήσεις και 
το όνοµα απορέει απο τη 
μέθοδο των διαφορών. 


Εικόνα 32 
(παγίες Β80Ρ6αΡ6, (1791 -1571) 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


αν] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


ὦ7 Θεσσαλονίκης 
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Ασαα Ιονοἰαςς 


1849 μ.Χ. 

Η Αάά Ιονεἰαςθ, ανηψιά του 
Λόρδου Βύρωνα, κόµισσα και 
μαθηματικός, γράφει το πρὠτο 
πρόγραµµα Η/Υ για τη μηχανή. 


Εικόνα 33 
Ααάα ΚίΠΡ, (ομωηῖεςς οἵ Γονε[|αςθ, 1840 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 
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Βαῦβαρο Γ/ΤΤ8ΓθΘης6 Εηρίηθ 


Εμμ μή 


Πλ Ι, 


Εικόνα 34 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


| Θεσσαλονίκης 


4δ 


.. Αριστοτέλειο 


Β Πανεπιστήµιο 


1854 μ.Χ. Ο «χάρτης της χολέρας» 
του ΙΟοΠΗ 5πονν 
---.-.-.------ ο... 


]ΟΠΗ 5ΠΟΝ, ιατρός, ένας απὀ 
τους πατέρες της σύγχρονης 
επιδηµιολογίας, εντόπισε την 
πηγή- κέντρο μετάδοσης της 
μόλυνσης σε µία αντλία νερού 
στην οδό ΒΓοβᾶά του Λονδίνου 
σηματοδοτώντας την αρχή των 
σύγχρονων επιδημιολογικὠν 
μελετών. 


Εικόνα 35 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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ΕΙοίθηςς ΝΙΡΠΙΙηραα 


Ἱ......----μυὐ-).. 


«8 1859 μ.χ. Η Εἰογθπςςθ ΝἰρΠΙίηρα(ε 
χρησιμοποιεί στατιστικά των 
ατυχημάτων (θάνατοι κλπ) στον 
Πόλεμοτης Κριμαίας για να 
επιρεάσει την κοινή γνώµη και 
το Υπουργείο Πολέμου της 
Αγγλίας. Δείχνει τα ατυχήµατα 
ανά µήνα µε ένα κυκλικό 
διάγραµµα που επινοεί, το 
τριαντάφυλλο της ΝἰρΠϊἰηραιε’ 
πρόδροµοτου “ρίο επαγῖ”. Εγινε 
η πρὠτη γυναίκα µέλοςτης Β55 
και το πρὠτο µέλος αποτο 
εξωτερικό της ΑΣΞΑ. Εικόνα 36 


ν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ο) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


το ΄τριαντάφυλλο της ΝἰρΠΙΙηρα|θ’ 


κα ΡΙΑΘΑΑΝΜ ον νηκ ΔΠ8Ε6 ϱν ΜΘΕΤΛΙΤΣΥ 
ΑΡΒΊΙ, 4856 το ΜΑΗΟΗ 1856. ΙΝ ΤΗΕ ΑΡΒΜΥ ΙΝ ΤΗΕ ΕΑΞΡΤ, ΑΡΕΠ, 1664 τοΜΑΒ{Η 1855, 


ιτ 


νρηγς μονη ώσὲς 


Λε 4γέαφ οἱ ἴλιε δε: γκα. α- ῥ]ασή: ιοείσες αὖγ΄ εκ πινω {οπής 
λε ομεῖν αὐ ζλεε- από” Ο(2Ίκω:. 

75 δύο ερεάφες πικασιενιζ [ὔνπιν ἴικ' οειζν; ο ἐλιο ολοίς ηνοσιξ αγεα” 
Τὸ αγεα. ἴλιρ- καλο {οι Γεοσιζδής. ο ΑΙ γαδίε ζούν ππεαρης ο. 
2χ 4 αλεζφεν µπικα Σι καῖ νυν ἔλιε σκγεζρν- Τι. καλα {πώ οσιωεοζς τς. 
δία οί ενεζφες πιεασ»να {λα Γή] α.)εή 2 αλλος (την) οὔλιω οαιοος. 

7. δίασξ ἴδιε αστων Πιο γεοί ἴγαεφίε ἐπ γὸο) 4 Μπα λ:ς ἔλια ὑσιωιάω 
α δε ἀκαίλω γγόην αἲξ οὔλιστ' οαεεσες πω ωιφ δλιε- πεσηηζήν, 

{. οσο {4 {ροζ ήδδό ἴλιε ῥίασ σρχα. οσυκιά ον σελ, ἵδε γεκ/, 
ὠνολαεκα2η «  2γιά) 2 δε δίες αλιοτακν ιω(ζ]ν 141. βία οἵ- 

3 οιδέγε αεας πιαγ ὃν εσπηραγκάἰ δή Οήήοιούιφ ἠλιε-δλιας, δε κζ «λε 


πα σι 
Εικόνα 37 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 51 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικὠν 


Θεσσαλονίκης 


ΜΙΠαΓα 
«9227 -------- 


1868 μ.Χ. 


Ο ΜΙίπαΓα, Γάλλος πολιτικός μηχανικός, παρουσίασε ενα γραφικό 
διάγραµµα για την προέλαση του Ναπολέοντα προςτη Μόσχα (1812- 
1813). Το διάγραµµα παρουσιάζει την απόσταση που διανύθηκε, τον 
αριθµό των ανδρών που επιβίωναν σε κάθε χιλιόμετρο της πορείας, 
και τις πο που υ αντιμετώπισαν. 


(αγίο ὁᾖφωγαιέοι 


Εικόνα 38 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 
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Παλινδρόμηση 
σσ ----ὁ---- 


19/77 
Ο ΕΓαηποίς (α[ἴοη, εξάδελφος του Δαρβίνου, περιγράφει την 
παλινδρόμηση προςτη µέση τιµή. Το 1888 παρουσιάζει την έννοια 
της συσχέτισης. Σε ενα διαγωνισμό στο Ώ6ενοῃπ ΄Μάντεψε το βάρος 
του βοδιού’ περιγράφειτη ΄Σοφίατου πλήθους’ - ότι δηλαδη ο 
µέσος πολλών (απληροφόρητων) εικασιών είναι κοντά στην αληθινή 
τιµή. 


Εικόνα 39 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 53 


«| |) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Κοινωνική χαρτογραφία 


-------ᾱ- --....... 


1886 μ.Χ. 


« Ο Φιλανθρωπος επιχειρηματίας (ΠαΓίε6ς Βοοῖϊῃ ξεκινά την 
απογραφή των πτωχὠν του Λονδίνου µε αποτέλεσµα 
«τον χάρτη Φτώχιαςτου Λονδίνου» µετις περιοχές και 
δρόμους του χρωματισμένες αποτο μαύρο γιατις πιο 
Φτωχές και επικίνδυνες μέχρι το κίτρινο γιατις άνω 
µέσης τάξης και πλούσιες. Το 1/3 των κατοίκων του 
Λονδίνου ζούσαν στη φτώχια. 


ὦω Από τα πρώὠτα δείγματα κοινωνικής χαρτογραφίας. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


6παΓίος Βοοῖϊἵη 


Εικόνα 40 Εικόνα 41 
Ραγῖ οἳ Βοοΐϊῃς πιαρ οἵ Λ/ΠΙεεΠαρ6[ 
1889. Τῃ6 Γ6ς ἂΓθΘας αΓ6 'Ν6||-ἴο-αο"; 


ἴπθ Ρἰ8εΚ ἂ[Γθαᾶς ας ''θηπί-ογ]πιίπαι''. (1840 -- 1916) 


(παγίες Βοοΐῃ (ρΠπἱαπίιηγορἰςί) 


Αριστοτέλειο 


(8) 
3 


Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


ο 


Κατ ΡΘαᾶ(ίςΟη 
 µἔ ο... ἹἼ{ἼἄἼἥἼ.. 


1894 μ.Χ. 


«ας Ο ΚαΓΙ ΡθΘα(ςοη εισάγει τον όρο «τυπική απόκλιση». Αν τα 
σφάλματα ακολουθούν την κανονική κατανομή, 6826των 
δειγμάτων θα ευρίσκονται εντός µιάς τυπικής απόκλισης απο τη 
µέση τιµή. Αργότερα αναπτύσειτους ελέγχους -- τεστ χ2 καλής 
προσαρμογής και ανεξαρτησίας. 


0.2 0.3 0.4 


34.154 34.150 


0.0. 0.1 


ΚάίΙ ΡΘᾶ(ΓςΟη 


--σ -2σ -ἶ 1 2 3 Εικόνα 42 , 
ο ο πο ος τν πο ο Εικόνα 43 


΄ Ἂν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
νΝ 


) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Κ«τυπήµατα αλόγων - 
Κατανομή Ροἱςςοη 


---. 


1898 μ.Χ. 


Τα δεδοµένα του Νοη Βογϊκἰθννίςζ, Πωλονογερμανός 
οικονομολόγος και στατιστικός και καθηγητής στο Πανεπιστήµιο 
του 5ἵΓαςςΌμΓΡ, που αναφέρονται στους θανάτους στρατιωτών 
του Πρωσικού στρατού απο κτυπήµατα αλόγων δείχνουν οτι 
σπάνια ενδεχόμενα ακολουθούν ένα προβλέψιμο υπόδειγμα, την 
κατανομή του Ροἰςςοη. 


20... 0.0.0... 0... ος ν κ) 


Γι ορ 
ς 


Εικόνα 44 τς 11. Ι | 


ὶ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3 Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


5ή/ 


Η γέννηση των 
χρημµατοοικονομικὠν μαθημµατικὠν 


-.-.-...-.--ᾱ- 


1900 μ.Χ. 
Ο Ιομίς Βαεβεί[ίει, Γάλλος μαθηματικός, δείχνει οτι οι διακυμάνσεις 
των τιμών των μετοχών χρηματιστηρίου συμπεριφέρονται µετον 
ἰδιο τρόπο ὀπως τα µόρια τυχαίας κίνησης ΒΓοννη -- είναι η αρχή των 
χρηµατοοικονοµικών μαθηματικών. 


“ 
» ΑΗ. 
.”. 


ο. 


κοπο 


ρμς “Βαζη Ἱεγ”ς 
τοι 
ΤήΕοΥΥ οἱ Φρεευἱαἴίοη 


ῖδις ΟπΙσίης οἳ Ἀοάετη Ἑιπαπος 


Εικόνα 45 Εικόνα 46 
: ν νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


55 


ΑΝ 


σἰιμοασθηίϊ ἴ-ἴθςί 
------ίο----------- 


1908 μ.χ. 

Ο ΝΜΙΙίαπι 568|γ αοςςαἴῖ, χημικός και επικεφαλής ζυθοποιός της 
(αμἱπηεςς στο Δουβλίνο παρουσιάζει τον έλεγχο ! (1-ἴοςῖ) στο 
Βἱοππείγίκα του ΚάΓΙ ΡΘΙςΟΠ. Χρησιμοποιεί µικρά δείγματα για να 
εξασφαλίσει οτι κάθε παραγωγή ζύθου έχει εξίσου καλή γεύση. 


ΕΠΙΝΝΕΣ 


ΌΕ 


Εικόνα 47 
Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


59 


Ηο[ιδγΙῃ - ΙΒΜ 
ἔἼίἾἧὉ. .Ἱ ἹἼἦ{ἦ{ἵἦὥὅ,ἶἷἐὥἔἤ 


1911 μ.χ. 


Ο Ησθιπιαη Ηο[Ιθγί!ῃ, εφευρέτης των διατρητικὠν μηχανών 
που χρησιμοποιούνταν για την ανάλυση δεδοµένων 
απογραφών του 5 (6ησις, συγχωνεύει την εταιρεία του για 
να ιδρύσει την ΙΒΜ, τη γνωστή πρωτοποριακή εταιρεία 
μηχανών εμπορικών δεδοµένων και των πρὠτων 
υπολογιστών. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


60 


Ηο[Ιδογ/ίῖη ΤαὈι|αϊῖοί Πα 5ΟΓἵΘΙ ΒΟΧ 
σο“ς“ςςϐςςςςς.ςοοο9227-------- 


ΠοΙΙθΓΙΠ Τ8ρι8ΐοΓ ΠΑΟ 9οΓίθΓ ΒΟΧ 


Εικόνα 48 


Α ἱστορία των Μαθηματικών 
ΑΔ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


.. Αριστοτέλειο 


1ος Παγκόσμιος Πόλεμος 


ωπς;: Ἐ 14 ἄαγπθηεγθῖε ρε ως 


(ρ : 2 ντ ον οιπιάνθς 
τε 


1916 µ.χ. Κατά τη διάρκειατου Πρώτου 
Παγκόσμιου Πολέμου ο σχεδιαστής αυτοκινήτων 


ΕΓθαθΓίοΚ |απεΠεςίθΓ αναπτύσει στατιστικούς ος 
νόμους για την πρόβλεψη των εκβάσεων : 
ννιπ ον αάναηίασς 


εναέριων μαχών: διπλασιάζονταςτο μέγεθος ο ο υυ-- 
τους, ο στρατός ξηράς γίνεται δυο Φορές πιο Ν οτί 
ισχυρός, αλλά οι αεροπορικές δυνάµεις γίνονται 
τέσσερες Φορές πιο ισχυρές. 
Ιαθαίἰζθα θἱπιι]αΐίοη οἱ ἵννο {οίοςς ααπιΒρίπρ 
Θ80/Π οἴπςί πθρἰθοίϊπᾳ αἰἱ οἴπει 
οἰγομπιδί8αηοθς ἴπαη ἴπθ 1) 9ἱζ9 Οἱ αΙΠΙΥ 2) 
Παἴθ οἱ ἀαπιβρίπᾳο. ΤΠ9 ρἰσοίµΓθ ΙΙμςίγαίος ἰπθ πο. 
ρηποίρ[ε οἱ | αποηεςἰθί5 5αυα[6 | ανν. ιν 
Εικόνα 49 


9 5 10 15 0 1.5 30 3 4ο 4 
στις 


Όίαυ αἰναηῖαςς οοιηρεήςαῖε ΓΙ πες 
υπες ΞΓΞ3 {ο υπῇ 4: 


τίπιο 


ἱστορία των Μαθηματικών 


ῷ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


62 


Διάγραμμα ελέγχου 


1924 μ.Χ. 


ο 1Λ/8 ῃο Γ 5 ῃ Θ ΑΛ ῃ 3 Γγῖ στοκ τηος ΞΕ Ι οσον; αμα μα Τγρο] οι 


ΑΘ 91 ΘΙΙ από Θυ(ή81Υ ΑΠΑΦΕΊΗΘΙΙ 0σουήπεΥ ΕΠοι 
Ἱ Επιϊγ Β3ἱ! 


εφευρίσκειτο διάγραµµα 


, / μα 

ελέγχου για να βοηθήσειτη τρ πο νὰ 

ἕ 3000 25001 

/ { ΓΕ 75600 Ὀνξ Όση [οι Ροε,. 

βιομηχανική παραγωγή και 

/ ον εξ εξ 

διοίκηση πα αν. 
: τοι ἕ------------ 

α----- ρροἰπίπεπίοα ἃ Εν 1000 
Ξεἱεε! | αἰοὶς «δέεφοι/ (9.9. ὁδῖρ ἤγθαµεηευ, Ραεδιο κορρήρο)ν ] : ξ . ξ η 
Σ η 

ερ νίμ» ΒΥ ΜοπΏι 
αλα στ 

ο προς να Ὡς 1 


Εικόνα 50 


Ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
}. Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Π. Α. ΕἰςΠποα 


Το 1922 ο Εἰςῃει εισήγαγε στη 
Στατιστική την έννοια της 
πιθανοφάνειας και τους εκτιµητές 
μέγιστης πιθανοφάνειας που έχουν 
επικρατήσει μέχρι τα τελευταία 
χρόνια. 

Το 1935 9Η.Α. Εἰσῃει φέρνει 
επανάσταση στη σύγχρονη στατιστική. 
Το βιβλίο του ΠΒοσίοφης οἱ Εχρογἰππεηϊς 
δίνει τρόπους για να αποφασίζει ο 
ερευνητής ποιά αποτελέσµατα 
επιστημονικών πειραμάτων είναι 
σηµαντικά και ποιά δεν είναι. 


Εικόνα 51 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 64 


΄ ὴ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Νόμος του Ζἱρί 


-- ο -- να 


ΖἱρΓς Ιανν 


Ριοβββί[γ πιᾶςς {ωποῖίοη 


1935 μ.χ. 

Ο ἄαθο:ρε ΖἰρΕ, Αμερικανός γλωσσολόγος 
και Φιλόλογος βρίσκει οτι πολλά 
Φαινόμενα, όπως µήκη ποταμών, 
πληθυσμοί πόλεων κλπ, ακολουθούν ενα 
κανόνα-νόμο δύναμης, που συνδέεται µε 
την παρατήρηση οτι στη γλωσσολογία η 
πιό συχνή λέξη έχει περίπου δυο Φορές 
μεγαλύτερη συχνότητα από τη δεύτερη 
πιο συχνή λέξη, τρείς Φορές μεγαλύτερη 
συχνότητα απο την τρίτη πιο συχνή κλπ. 
Είναι η κατανομή ή νόµοςτου ΖὶἱρΙ. 


:. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


μ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7 Θεσσαλονίκης 


ΖΙΙΡΜΕ {ογΜΞ 10 οη 8 Ιο0-ἶος 5σαἱε. ΤΠΕ ΠογίζοπίαΙ Δχἰ5 ἰ5 {πε 


Ίπάεχ Κ.. (Νοῖε ἠη8ί {18 {υποίίοπ {5 οπγ άεΠπεά αἱ ἰπίεφει ν8ίμες οἳ 


κ. ΤΠΕ οοηπεοῖῖπα πες ο ποί ἱπάϊσαίε οοπἴπυΤγ.) 


Οπιυ]α!ίνο ἀἰξιποιίίοη [ποίίοπ 


ΖῷΙΟΡΕ {ο Ξ 10. ΤΠΕ Πογίζοπ!α! Βχίς ἶ5 118 ἰπόεχ Κ.. (Νοίε ἴπαί 
Όνε {υποῖίοπ ἶ5 οπΙγ 4εΠπεά αἱ ἰπίεφει ναἰυες οἳ Κ. ΤΠΕ οοππεοὔπα 
"πες ἆο ποῖ ἰπάϊσαίε οοπΗΙπυἩγ.) 


Εικόνα 952 


65 


ρω Αριστοτέλειο 


Δυναμοκατανομές 
(227 ---- 


Οι κατανομές ΡαΓεῖο και εν γένει οἱ δυναµοκατανομµές 
(ροννθΓίονν αἰςιγιρωϊτίοης) έχουν ανάλογη συμπεριφορά. 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΝΘΥΠΊ8Η 


--ᾱ --ἰ-..... 


1937 μ.χ. 

Ο 6(Ζγ ΝΘγηΊαΠ παρουσιάζει τα διαστήματα εμπιστοσύνης 
στη στατιστική συμπερασματολογία. 

Ενα χρὀνο πριν συνέβαλε και στη σύγχρονη επιστημονική 
δειγματοληψία [δειγματοληψία µε άνισες πιθανότητες, 
ορϊίπιυΠη αἱ]οςαἴϊοι]. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών ο; 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Ττυτίηρ - ΕΠΙΡΠΙ 


--ᾱ--ᾱ--..... 


1940-45 μ.Χ. 


Ο Αἰαη Τωγίηρ στο Πάρκο 
ΒΙ6ἴςΠΙΘΥ, έξω απο το 
Λονδίνο, σπάει τον Γερμανικό 
πολεμικό κὠδικα Επίρπια 
χρησιμοποιώντας 
προχωρημένη Μπευζιανή 
Στατιστική και τον (οἰοςσις, 
τον πρὠτο 
προγραμματιζόµενο ο... 
ηλεκτρονικό υπολογιστή. 


ον ὰ σος ἱστορία των Μαθηματικών 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


68 


Το πρόβλημα των Γερμανικών 
αρμάτων µάχης (1) 


Εικόνα 54 
συν Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 6ο 
δν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Το πρόβλημα των Γερμανικών 


αρμάτων μάχης (2) 
----ο ---ἵ--ἵ- 


1944 μ.Χ. 
Το πρόβλημα των Γερμανικών αρμάτων μάχης: Οι σύμμαχοι 
έπρεπενα γνωρίζουν πὀσα άρµατα μάχης Ραηΐμει θα 
αντιμετώπιζαν στη Γαλλία την ηµέρα Ὀ-0ᾳ8γ. Στατιστική 
ανάλυση των αριθμών µητρώὠου στα κιβώτια ταχυτήτων σε 
καταληφθέντα άρματα μάχης υποδηλώνει πόσα άρµατα 
ανά κατηγορία παράγονται. Οι στατιστικοί προβλέπουν 270 
το µήνα, ενω οι μυστικές υπηρεσίες προβλέπουν πολύ 
λιγὠτερα. Τελικά η παραγωγή ήταν 276. Η Στατιστική νίκησε 
τους κατασκόπους. 


ην ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Λογικά αξιώματα 


-----ὐ-.... 


1946 μ.χ. 

Ο ΒἰεμαΓα (οχ, Καθηγητής Φυσικής στο Ιοπη Ηορκίης 
παράγει-εξάγει τους νόµους των πιθανοτήτων απο ένα 
σύνολο λογικών αξιωμάτων ((6οχ’ς ἵῃδαοΓεπι). 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


71 


Έκθεση Κίης6γ 
----οο -..--..... 


1948-53 μ.Χ. 

Η Εκθεση του Κίπςθγ (Κίης6γ Βερογῖ) στην Αμερική συλλέγει 
αντικειμενικά δεδοµένα για την ανθρωπικη σεξουαλική 
συμπεριφορά. Μία μεγάλης κλίµακας δειγµατοληπτική 
έρευνα 5000 ανδρών και, αργότερα, 5000 γυναικών 
προκαλεί θύελλα αντιδράσεων. 


ον σοσνεο Ιστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


πως Αριστοτέλειο 


Κάπνισμα και καρκίνος πνευμόνων 


....---ᾱ- -........ 


1950 μ.Χ. 
Οι ΒἰεΠμαγά Ὠο/| και ΒΓααίογα ΗΠΙ παρουσιάζουν τη σχέση 
μεταξύ καπνίσματος και καρκίνου των πνευμόνων. Το 1954 
θεμελιώνουν τη σχέση µε άρθροτους πέντε σελίδων στο ΒΜ!, 
κατανοητό απὀ όλους. Το ερωτηματολόγιο τους εστάλη σε 
53000 γιατρούς. Παρά την οξύτατη και θυελλώδη αντίδραση, 
η σχέση γίνεται τελικά αποδεκτή οδηγώντας σε ενα τεράστιο 
ὀφελος γιατη δηµόσια υγεία. Ο Ηί| ήταν κορυφαίος 
βιοστατιστικὸς και ο Ώο[| διάσηµος ιατρός της Οξφόρδης και 
του ΜΕΕ και οι δύο έγιναν 5ἱ:, 

Ακόμη και ο Κ. Α. Εἰσῃε, µέγας καπνιστής, δεν πείστηκε µε την 
έρευνα. 

Ιστορία των Μαθηματικών 


β Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Κάπνισμα και καρκίνος πνευμόνων 


Εικόνα 55 
ή ον Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών 75 
πνό Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Ἅπὴ) Θεσσαλονίκης 


ΤαριςΠί (1) 
--ᾱ-- 


1950-60 μ.Χ. 

Οι στατιστικές μέθοδοι του (α. ΤαριεςῄΠί για τη βελτίωση της 
ποιότητας εξαρτημάτων αυτοκινήτων και ηλεκτρονικών 
Φέρνουν επανάσταση στην Ιαπωνική βιομηχανία, η οποία 
προσπερνά κατά πολύ δυτικούς Ευρωπαϊκούς αντιπάλους. 


ἱστορία των Μαθηματικών 76 
Τµήµα Μαθηματικών 


Ταριςῃ! (2) 


Εικόνα 56 


ος 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Καρίαη - Μοαίαι 


------υ--ὐ--.... 


1958 μ.Χ. 
Ο εκτιµητής Καριαμ-Μαἰθι δίνει στους γιατρούς ενα απλό 
στατιστικὀ τρόπο για να κρίνουν ποιές θεραπευτικές 
αγωγές, Φάρμακα κλπ αποδίδουν καλύτερα. Έχει σώσει 
εκατομμύρια ζωές. 


ἱστορία των Μαθηματικών 78 
Τµήµα Μαθηματικών 


5ΙΓ Ώαν]ια (οχ 
----------«Ὁ ---- 


1972 μ.Χ. 


Ο 5ἱΓ ΠΒανίά (οχ παρουσιάζει το μοντέλο αναλογικού 
κινδύνου και την έννοια της µερικής πιθανοφάνειας. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


79 


ΤιΚ6Υ 
----ᾱ-λ--......... 


1977 μ.Χ. 


Ο Ιοπη ΤιΚκαγ εισαγάγει το θηκόγραμµµα (διάγραµµα Ροχ-ρ[οϊ ἡ 
Ὀοχ-αΠα-ννηίἰςκαι) το οποίο παρουσιάζει τα τεταρτηµόρια, 
διάµεσο καιτο εύρος των δεδοµένων σε µια εικόνα. 


Εικόνα 57 
Ἂ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 80 
Ῥ) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ΕίΓΟΗ 


--ᾱ--.-.... 


1979 μ.χ. 


Ο ΒΓγασΙαεγ Είγοπ εισάγει τη μέθοδο ΡοοϊςίΓγαρ που είναι ένας 
απλός τρόπος για να εκτιμήσει κανείς την κατανομή σχεδὀν 
οποιουδήποτε δείγµατος δεδοµένων. 


ρε ὶ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 81 
] Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


Ελληνικό Στατιστικό Ινστιτούτο 


------.---..... 


1981 Ιδρυση του ΕΣΙ 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


82 


ΝΙ5ια| ἱςρ|Δγ 
--ό....... 


1982 μ.Χ. 


Ο Εαάννατα Τω{6, καθηγητής στατιστικής, πολιτικής 
επιστήµης και πληροφορικής στο Παν/µιο Υα6, εκδίδει το 
βιβλίο Τή6 Νίςιαι Γἱςρίαγ οἱ Ωιμαηϊἰ{α[ΐνθ Ιη[ογπιαϊἴίοη 
θέτοντας καινούργια πρότυπα στη γραφική απεικόνιση των 
δεδοµένων. 


ἱστορία των Μαθηματικών 93 
Τµήµα Μαθηματικών 


--ᾱ- μμ... 


1993 μ.Χ. 
Εκδίδεται η στατιστική γλὠσσα προγραμματισμού Βη οποία 
σήµερα αποτελεί πρότυπο καθιερωμένο στατιστικό 
εργαλείο. 


ον Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


84 


Βἱρ Οαἵα 
«227 ------- 


1997 μ.Χ. 
Ο ὀρος΄μµεγάλα δεδομένα’ πρωτοεμφανίζεται στην 
επιστημονική βιβλιογραφία. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


δ5 


Ψηφιακή πληροφορία 
σσ --- 


2002 μ.Χ. 
Η ποσότητα πληροφοριών που έχει αποθηκευθεί ψηφιακά 
υπερβαίνειτις µη-Ψηφιακές πληροφορίες. 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ες [59] }4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


86 


τος 


απ. ἡ Ἡ β 
Φ πι) 


Μοιποαγβρα(! 
-----ὐ-- 


2002 μ.Χ. 


Ο Ραυ| ΠΏοροαεςία 
χρησιμοποιεί τη στατιστική 
για να μεταμορφώσει τις 
τύχες της ομάδας ΡαςθΏα(| 
ΟακΙαπαά ΑἰΠ[θϊίςες. Η ιστορία 
έγινε το φιλμ Μοηθγβῥαι. 


Εικόνα 58 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


δ7 


ων Αριστοτέλειο 


Ηα| ΝαΓΙ4η της («οοΡρΙςα 


2008 μ.χ. 


Ο Ηα( ΝναΓί8Π, κορυφαίος οικονομολόγος της «οορΙςθ 
ισχυρίζεται ότι στα επόµενα 10 χρόνια η στατιστική θα είναι 
το πιο σέξυ επάγγελμα. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


8δ 


Ναἴοθ 5!ι/ναι 
Ἴἔὁ ....Ἱ ἼἦἼ{ἼἥἼ.ἼἶἹ 


2012 μ.Χ. 


Ο Ναἴα 5ἱἱν6, στατιστικός και 
επικοινωνιολὀγος, 
προβλέπει επιτυχὠςτα 
αποτελέσµατα των 
προεδρικὠν εκλογών σε 
ὀλεςτις 50 πολιτείες της 
Αμερικής. Γίνεται 
προσωπικότητα των ΜΜΕ. 


Εικόνα 59 


Αριστοτέλειο 


κ ἱστορία των Μαθηματικών 89 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σωμµατίδιο του Ηἰρρς 
σσ ω ---- 


2012 μ.Χ. 


Ο Μεγάλος Επιταχυντής Ηαγάοπ του (ΕΒΝ επιβεβαιώνει την 
ύπαρξη του σωματιδίου του Ηἰρρς µε πέντε τυπικές 
αποκλίσεις -- περίπου µε πιθανότητα µια στα 2.5 
εκατομμύρια τοτι βλέπουν να είναι σύμπτωση. 


ἱστορία των Μαθηματικών 90 
Τµήµα Μαθηματικών 


ων Αριστοτέλειο 


Βιβλιογραφία (1) 
σσ -- 


«ὲ (ΠαπιρΚίη,).(2013), Τιπιε[ίπθ οἱ σἰαϊϊςιίςς, οἱσπήίςαηπεθ, Ὀ6ς 
2013, νο]. 10, 21-27. 


«ως (Ο00ΡΙ6. 


ως 1950 ΒἰεΠαΓα Πο! και Βγααίογα ΗΙΙΙ (κάπνισμα και καρκίνος 
των πνευμόνων). 


ως 1950ς (ααπίἰοηἰ ΤαριςΠὶ (έλεγχος ποιότητας). 
ως 1958 Καρίαη ΜΙαἶθι (εκτιμητής επιβίωσης). 


α 1972 Γανία (οχ (μοντέλο αναλογικών κινδύνων και µερική 
πιθανοφάνεια). 


ως 1977 1ο ΤιΚ6γ (Οοχ-ρ[οῖ και άλλα). 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
ν Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


91 


Βιβλιογραφία (2) 
σσ---ὁ---- 


«ως 1979 ΒΓασιἱευγ ΕίΓοη (ροοϊςίΓαβ). 


«ως 1982 Εανναγα Τωίθ (ΤΗ6 ΨΙςσιωα Πἱςερίαν οἱ Ωµαπιμαϊϊνθ 
Ιη]ογππαίίοη. 


ως 1993 Γλώσσα Η. 

ὧςε 1997 Βἱρ Ὠαϊα. 

«ως 2002 ΤΠθ απιοιηῖ οἵ ἰπ[ογπιαϊίοη 5ἴογθα αἰἱρίῖαίΙγ 5ιΓραᾶςςθ6ς 
Ποπ-αἰἱρίῖα[|. 

«ως 2008 Ηα| ΝαΓί8η -- (ΞοοΡΙ6: ςἰαϊίςῖίος ἴΠθ «ΘΧΥ ργο[ςςςσἰοη. 


ον ἱστορία των Μαθηματικών 
ὢ Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


92 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/13) 
--- ου Ἐ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 
Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμµατα/Φωτογραφίες 
«ὲ Εικόνα 1: Πῖρ://οἰγπιρία.σι/2014/02/11/96ςΕΡΕΒΕ- 


96 Ε2ΟΒΕΖΟ(Ε208076ΓΕ2ΟΒΒΖΟΓΕΖΟΑΓΖΟ(ΓΓ2088420ΓΕ2309Β/20ςΓ205δ2- 
96-Ε20Β420ΓΓ205δ170ςΓ26δ(06ςΕ2Β(ΞΟΓΕΖΒΓΕΖΟ(Γ2082- 


96 Ε20ΒΕΖΟ(Ε208076ΓΕ2ΟΒΒΖΟΓΕ20ΒΘ26(ΓΓ2Οδ47ΟςΕ26ΒΓΖΟΓΕ2ΟΒΔ26ςΓ2081209ΓΕ30ΒΓΖΟ 


(ΕΖΟΒΟΡΟςΞΕΦΟΑΕΦΟ«ΕΖΟΒ1/ 


«α Εικόνα 2, 3: ΠΙρ://νννννν.ἰγραανίςογ.ςο.μΚ/Ι οεαϊἰοπρηοϊοβΏἱγθςίι {ηκ-ϱ187151- 
454620608-ἱ113425389-(αΓγεᾶςςοηπηθ Μααίενα (Ιγ- 
(ΔΓζ6βς5οηΠθ Αιάςθ | δηµριθᾶος βΒοιςςί]οη.Πἴπι 
Εικόνα 4: Πἳτρ://νννννν.Ιπαἰαπαἴζοης.ΟΟΠΙ/35/8ΠΙΙςΠᾶςΠαΠ8 ϱ8Γ{να.Πῖπι 


(ϱα 
«αα Εικόνα 5: Ωἱρ://ΤΠιπιΟ101.ςΠμϊϊεΓςίος[.εοπ]/αἱςρί8Υ ρἱο νι Ιορο/161029/ 


161029 1226051748,7/ςἵοςεκ-ρηποῖϊο-ποίν-πὶρηϊ-νναγ-ἴῖο-ρδϊΠΙοαΠαπι-ναςῖοΓ- 
[]μς{γαἴίοη-20123170.ἱρΡ 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


93 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/13) 
ο «ο ου 


Εικόνα 6: Πιῖρς://νννννν.ΠοΙἰάανης.«οπι/Βεἰ]ίηρ-ἴοιγίςσπι-(Τ222 


Εικόνα 7: Πιῖρ://Ννννν.ννἱΚϊνναηά.οοΠι/θΘη/ΟΓΥΡΙΟΡΓΔΡΗΥ 


Εικόνα 8: "Μ-Τ-Εἱοεγο" Ὀγ ογἱρίπαι: ἄιµΠΠαΓ Β4ςΗΠ Ρθ6άςΓς6η; {ΟΙ ἴΠαϊ νεΓςίοη: 
:ομίς |6 (ΓαΠά - Ιπι8ρα:ΤΠογναἱάςθη (6ἰςεςεγο.]ῤρᾳ. [Ιεθηςθα μπας Ριβ[ίς Ώοηιαίη 
νία ΙΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - Πἱϊρς://οεοπιπιοης.νἰκἰπιθαἰα.οίρ/ννκΙ/Εἰ6:Μ-Τ- 
6ἰςςθγο.ΙρρΗ/πιθαἰα/ΕἰΙ6:ΜΙ-Τ-(Εἰεςγο.] 


ο Ὁ Ά 


ὧωε Εικόνα 9: 'Ποπιεςά8δγ-0οοΚκ-1804χ972" ϱΥ ΑπαΓεννς, ΙΛΙΙίαπι - ΑπάΓεννς, 
ΜΗΙαπι: “Ηϊςιογίς Βγνναγς απα Ηἰρῃνναγς οἳ Οά Επρἰαπα” (1900)[2]. Ι1εθηςθά 
μπας: Ριβ[ίς Ώοππαίηπ νία ΜΝΚἰπιααία (οπιΠΊοης - 
Πἰῖρς://εοπιπιοης.νΚἰπιααία.οΓρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:Ώοπιεςααγ-ροοΚκ- 


1804χ972.ἱΙρρΗ/ πιθαἰα/Εἰα:Ώοπιαεςάᾶν-ροοκ-1504χ972.] 


«αᾳ Εικόνα 10: Ωἱρ://ννννν.ἰαΓγίηρα.Παεῖ/ροςἰς/Ιη{ο/16599555/5-ΡΏεςειμγἰπιἰεηῖος- 
αμςθ-αθσπιἰεηῖθεη-|α-ΠἰςϊοΓία.Πἴπι| 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/13) 
ας µρς:;ρρχ;ὐ-. 


οὰ Εικόνα 11: "Ὕαηρῃιί τγίαηρία" Όγ Υάηρ Ηι! (1118), σα. 1235-1298) - [1]. 
ΙΙεθηςθα μπας Ριβ[ίς Ώοηιαίη νία ΝΝκιπιθαία (οπΊήπιοης - 
ηἰῖρς://εοπππιοης.ννκἰπιθαἰα.οΓρ/ιΜΙΚΙ/ΕΙΙ6:Υαηρηιί ἴγίαηρία.ρἰ{Η/Πιθαἰα/Εδ:Υ 
αηρβηιμί Ἰγίβηρ]ς.ρίΐ 

ὧωε Εικόνα 12: '(4Γ48Πο" ΟΥ ἄ6ΓΟἰΙ8ΠΙο (αΓάαπο (1501-1576) - 
πιίρ://ας.ννἰκἰρεαία.οιρ/ννἰκἰ/ΒΙΙά:(αγααπο.ἱρρ 
(αα:Βαεπιῖζει:(ηΓὶςϊἰαΠ(αγιεΠονν). [ἱοθηςθά μπας: Ριβ/ίο Ώοηπιαίηπ νία 
ΜΝΙΚἰπιθαία (οπΠήπιοης - 
ΠΙΤρ://εοπΊπιοης.ννΙκἰπιααία.οιρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:(αΓααπο.ἱρΡϱΗ/Πιθαἰα/ΕἰΙα:(αΓααΠο.] 


ΡΕ 

αὲ Εικόνα 13: 
Πίο: //νΝννννν.ςς.μοΐς.οαιμ/"πιεεΙοςΚκα/εοι[ςα6ς/ςΠἹρς144/ςργἱπρΊ12.αἰγ/ργορ2 ς1 
2.Ωϊπη 


ὦωε Εικόνα 14: 'ΤγεΠο ΒΓαπε" απὀ τον Εάμαγά Επαει (1 1883) - 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών ος 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/13) 
--- ου Ἐ-. 


Πίίρ://εας[α.εΏ.οοΠ]/ΘΏ/ἱπιβρθρἰάΞ83677διΓγεπαΤΥρεΙαΞ4. Υπό την άδεια Κοινό Κτήµα 
µέσω ΑΝΚΙπιεαία (οΠήπιοης - 
ηἰϊρς://εοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαία.οιρ/ννἰκἰ/Εἰ6:Τγεπο ΒΓ{αΠ6.ΙΡάΗ/πιθαἰα/Εἰ6:Τγεπο ΒΓάΗ 


αὲ Εικόνα 15: 
ΠΤτρ://νΝννννν.ογἱσΠῖΏιὈ.οοὐη/ςεἰθηςα6/ςΩρ8ςς6/αΓΙϊἱεἰας/47944 αςρχΗΐπιρη 2 


«ὲ Εικόνα 16: ηἰϊρς://εοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαία.οΓρ/ινἰκὶ/ΕἰΙανθ3Ααγαάος αθ |α 
Ιοπρίτμα.ἰΙρρ Βγ ΜΙεΙαδΙ| Εἰογθεηῖ ναη | 2Πῤί6η (1 αηῤίθ6ηιις) [Ρωβ]ίο ἀοπιαίπ], νία 
ΜΝΠΚἰπιθαία (οΠήπιοης 


ααὲ Εικόνα 17: ΠΙιρ;//νννννν.ννἰκἰαγῖ.οιρ/θη/αανἰα-ἰεηίθις-ἴηδ-νοιηροι/{ίριιΓες- 


ραπιΏΙίηρ-ἰη-α-ἴαναειγη-1670 
αὲ Εικόνα 18: ΠΙίρ;://νννννν.ΠαἱιοννααποαχρεΓῖς.ςΟοΙΠΙ/ΝΓ- 


εοπἰεηί/µρἰοαςς/2013/09/οἱά-εαεπιεῖειγ.]ρς 
«αα Εικόνα 19: ηἰῖρς://ΤπιεπιβΓεῃεςομ.Π]ες.ννΟΓάΡρΓεΕςς.οοπι/2013/05/6ε|ἰρςα.]ρς 


Αριστοτέλειο 


ν ἱστορία των Μαθηματικών ος 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (5/13) 
ο. μυ ἱὐ6 56ὓ 6... 


ὦωε Εικόνα 20: '"(αςαπονα ΓἴΓαϊϊο" ΟΥ ΕΓΦΠΕΕςΕΟ (αἱμςθρρε (ἁςαπονα - ΑαΓίαπο 6. 
{Γοπῃ 6Η: ννἰκἰρθαϊία. [Ιεθηςθα μπας: Ριβ[ίς Ώοηιαίη νία ΝΝΚιπιθαία (οπΊπιοης - 


(α58Ππονα ΓΙἴΓαϊἴΙο.ΙρΡ 
ὧωε Εικόνα 21: 'Τηοηιαᾶς Β4γες'" Ὀγ µΠΚποννη - [2][3]. [ἰεθηςαεα μπας ΡιβΙίς 
Γοπιαϊΐηπ νία Μ/Ικἰπιθαία (οπηππιοης - 


οπιᾶς Βὰγες.βίή 

ὦωε Εικόνα 22: "ΡΙαγ{αἰΓ Τιπιαδεγίες-2'' ΟΥ ΜΝΙΙίαπι ΡΙαγ{αἰΓ - Ὀεγίναϊίνε οἵ 
Εἰ6:ΡΙαγί{αίΓ Τιπιθδεγίθς.ρηρ ΑΛΙΙίαπι ΡΙαγ{αίΓς ΤίΠ1θ 5θγἱ6ς οἱ Εχρογῖς αΠᾶ 
ἱπιρογῖς οἵ ΏΘΠΠΙ8ΓΚ αΠπα ΝΟΓΙΝΑΥ. ΓΙεθηςθα μπας ΡιβΟ[ίο Βοπιαίη νία 
ΜΝἠκίπιθαία («οΠήπιοης - 
ηιϊῖρς://εοπιπιοης.ν/κἰπιθαία.οιρ/ννκἰ/ΕἰΙ6:ΡΙαγίαίγ ΤιπιθδεΓίςς- 


2.ΡηΡΗ/πιεαϊἰα/ΕἰΙ6:ΡΙαγί{αἰΓ ΤιπιθδεΓίες-2.ΡηΡ 


ων Αριστοτέλειο 


ἱστορία των Μαθηματικών 
β Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (6/13) 


ϱὲ Εικόνα 23: Πιῖιρς://νννννν.ρεἰπίιωγεας-ἴαρἱθαιχ.οοπι/ΡοΓγίΓα[ἴ-ο[-θίι-]οηη-δίπς[αίΓ- 


φος39οΑθεοςςαἰς-ρθἰΠῖΓΘ6-ΗΘΠΙΥ-Βαδ6ΏΌιΙΓΗ.Πἴπι 
αὲ Εικόνα 24: Πιρ://ννννν.ννἰκἰρα[ἱειγν.οΓρ/ννκἰ/ραἰηϊίηρ 226918/ΕΓαηςοἰς-δθΓγδαρΠΗίΙη- 


ὧωε Εικόνα 25: '(3Γ| ΕΓΙΘθάΓΙΕΠ ααιιςς"' από τον (αοϊτιἰθὈ ΒΙΘΓΠΙΑΠΗΑ. ΛΛΙΓἵπιαπη (ρΠοῖο) 
-ααι[ὲ-αθςθ[ἰςεῃα([ί αδιτίηρεη 6.Ν. (Εοϊο: Α. ΜΝΙΠΠΙαΠΗ).. Υπό την άδεια Κοινό 
Κτήμα µέσω ΜΝΙΚΙπιθαία (οΠηπιοης - 


(αγ ΕΓἰθαΓίεη (αιςς.ΙρΡ 
ὧωε Εικόνα 26: "ΡΙΘΓΓΕ-5ΙΠΙΟΗ, ΠιαΓοιίς 46 | αρίαςε (1745-1827) - αωότίπ" ΟΥ Ι6δη- 


Βαρῖϊσία Ραιίη αιιόγίη - Πιῖρ://ννννν.ρΠοϊο.ΓΠιη.(Γ/. [ἱοεθης6α µΠαει Ριβ[ίς 
Γοηιαίπ νία ΙΛ κἰπιθαία (οπΊπΊοης - 


ηἰτρς://εοπιπιοης.ινκἰπιθαίᾶ.οΓρ/ννἰκἰ/ΕἰΙ6:Ρἰ6ΓΓ6- 


ΦΙΠΙΟΗ, ΠπιαΓομίς ἀθ | αρίαςς (1745-1827) - 


σι6ος326ΑθΓίηΠ.ΙρΡΗ/πιαάἰα/ΕἰΙ6:ΡίΘγΓε-5δίπιοη, ΠπιαΓαυὶς ἄθ | αρίαςς (1745- 
1527) - αινοςβοΑβθΓΙΩ.| 


Αριστοτέλειο 


ν ἱστορία των Μαθηματικών 98 
Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (7/13) 
--- ου Ἐ-. 


«αα Εικόνα 27: ΩΙἱρ://ννννν.ιδεηποἰοργίηνεςῖογ.εοΠι/ινρ-εοπῖεηϊ/αρἰοδας/2011/08 
/ΠΟΓΠΙαΙ21.σἰξ 

«α Εικόνα 28: ΩΙΙρ://ννννν.Γςς.ΟΓΡ.ΙΙΚ/ απα ΠΤΙρ://νννννν.ηιαηςίαϊςος.ΟΓΡ/ 

ὧωε Εικόνα 29: "Αάοἱρῄιε Ωμέϊεἰεῖ Ὀγ Ιοςερη-Αιποἰά Ώαπιαπποαζ" ὈΥ |οςδρη-Αιποια 
Γ8ΠιΔΠΠΘΖ - Τηίς ἵπιαρε ἰς αναἰιαρ[ς {Γοπη ἴπς Γπίϊῖθα δίαϊθς ΙΓ 1ΌΓαΓγ οἱ (οηρίθςςς 
ΡΓγὶηῖς απα ΡΠοϊορίαρηῃς αἰνίσίοπ μπας: ἴ[μς αἰἱρίίαιί ΙΏ ερῃ.3011632.ΤΠίς ἵαρ ἄοες 
ποῖ ἰπαἰςαῖθ ἴπθς εοργΓἰρηϊ σἰαῖις οἵ ἴμθ αἰίασῃθα ννοΓΚκ. Α ΠΟΓΠΙαΙ «εοργΓἰρῃϊ ἵαρ ἰς 
ς{{]ἱ γααµίγεα. 586 «οπηπιοης:!ἱοθηςίηρ Το: ΠιοΓθ ἱπ[ογηαϊίοη. | 10 μ1ἔδδιίπα | 
Βαιίςεῃ | ΕηρΙίση | οςραῇοἱ | | α-- λλσιοπιί | ΓΓαηςαίς | ΠΊ8ΡΥαΓ | Ιἴα[ίαπο | 
Μᾶκεµοηεκη | ΦΒΙΦ)36)ο | Νεαεγίαπας | ροἰςκί | ροπιωριᾶς | ργοοκνή | 
«Ιονθηξίπα | σἰονεηξξίπα | Τίγκςς | γκραϊηομκα [η | ΗΧ (1) κ 

(ΈνΗς) | -/-. Γἰοθηςθα μΠάθί Ρωρίἰς Ποπιαίη νία ΜΛ/ΙΚιπιθαία ΟοΠΊΠΊΟΠς - 

ηἰϊρς://εοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαία.οιρ/ννἰκἰ/ΕΓἰ6:Ααοΐρις Οιος326ΑθΟϊΘεἰθῖ Ὀγ |οςθρ[- 


Αιποἰά ὨοεπιαπηςΖ.ΙρΡΗ/πιεαἰα/ΕἰΙ6:Ααοἱρης ΩιΙ26Γ326Α9Ιειεῖ Ὀγ Ιοδορή- 
Αιγποὶα Ώθπιαηηθζ.ΙρΡ 


Αριστοτέλειο 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (8/13) 
ο τϱρρΓϱΓἛ-. 


Εικόνα 30: ΠΙΙρ://ΝΝνννν.απιςϊαϊ.ΟΓΡ/ 


Εικόνα 31: Πρ: // νννν.αΠηςϊαϊ.ΟΓΡ/8ς5α175/ἱΠααςχ.ο[η 


ο Ὁ Ά 


Εικόνα 32: "(Παγιες Βαῦ0βαΡε - 1860" ὈΥὗ ὑηΚποννη - 
Πιϊρ://ῄπιαβρες.ΡοορΙ6.οΟΠΙ/Ποςίθα/ΙΙ{ε/ΙΡαΞξ(ΠαΓΙε6ςΒαΏΏαρθδᾶιρΓενΞ/568ΓΕΠΡ6 
3Γ0030Ό(/Πα4ΓΙες602ΒΒαΡ00αρθῦ62θιπιο3Ρ1962ΘΠΙΡο3Όεηπθο2θςανο3Ρχοο2θβίννρο 
3016800626ΡΙΠΟΟ3Ρ9165026105ς29603ΡΙς7:Ι90261ρπιο3ΡΙἰςεΠδιίπιριΓΞ19{59{ρα86α 
4α1ε0. [ἰεθηςθα μπας: Ριωβ[ίο Ώοπιαίη νία ΜΝΙΚἰπιθαία (οπΠΊπιοης - 
ηἰϊρς://οοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαία.οΓρ/ννἰκἰ/Εἰ6:(Παγίος Βαῦβαρθ - 


1860.]ρρή/πιεάἰα/ΕἰΙ6:(ΠαΓίες Βαῦραρε - 1860.ἱ0Ρ 
Εικόνα 33: ΠΙῖρ://Νννννν.ννἰκίνναα.εοπἹ/εΠ/Αβαα | ονείἰαςε 


Εικόνα 34: 
ηιτρς://6ἱ.ννἰκἰρααία.οιρ/ννἰκἰ/96οςΕ969Δ9ςΕΟΟΒ9ΟΟ(ΕΟΟΒΊ190ςΕΦΟ86ΟςΕΟΘΒΕΟΟΟΕ 
οο8δ196ςΕΦΟΒΘΟΟ(ςΕΟΕΟΒΑΟΟςΕΟΟΑΕ οςΕοΒΟΦςΕΟΟΒ7ΟΕΟςΕΟΟΞ7οςΕΟΟΒΛΦΟςΕΟΒΡΟς 
(ΕΟΟΑΕ 


Αριστοτέλειο 


ὦ 
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Θεσσαλονίκης 
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (9/13) 
ας ϱϱῦ--.. 


Εικόνα 35: ΠΙίρ://ηεαΙἴΠεγΟεΓπιαρ.οΓϱ/Η(αθο/ρβ1Ι 1.Ωΐπι 
Εικόνα 36; Ὠἰτρς://Ν Ννννν.ρἱηϊεγοςί.εοΠη/ρἰΠ/117304/65269561574 


Εικόνα 37: Πιῖρς://νννννν.ρἱηῖαγαςῖ.«ΟΠΙ/ρἱΠ/214765475950617404/ 

Εικόνα 38: "Μίπαγα"' Ὀγ «Παγίες ΜίπαΓα (1781-1870) - «ος ιρἰοαά ΙοΡ. Ιἱοεεθηςεά 
μπας: Ριβ[ίς ΠΏοπιαίη νία ΑΝ ΠΚἰπιααία (οΠΊΠΊοης - 
Πἰῖρς://εοπιπΊοης.νἱκἰπιααία.οΓρ/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:ΝΊΙΠαΓα.ρηΡΗ/Πιθαἰα/ΕἰΙ6:ΜΙΙΠαΓα.ρη 


ο ο ὃ 


«ὲ Εικόνα 39: ΩΙΙρ://ΝΝνν.ἴΠεςΓίπιςοη.οΟΠΙ/αΓἱἰ6Ιε/2014/10/21/Π6ἱρ-Πι6-Παη]ε- 
ΠΙγ-ἴηεςίς/ 

ὦωε Εικόνα 40: "Βοοϊη πιαρ οἱ Λ/ΠΙΘεΠαρεΙ" Ὀγ «Παγίες Βοοίῃ - 
Πιίρ:// ΝΝνν.µΠιἰςΠ.δαιι/ “Γὶςοῖἴο/ ΠιάΧΖΟΟΠΙΣς/ΠΕ/Πε|56.ΩΙπΙΙ (εΓγορρεα). ΟΓἱρίηα[|: 
(παΓγἰες Βοοϊῃ:ς | 4ΌοιΓ απα 1116 οἱ ἴῃθ Ρθορί6. Νοἰμµπιθ 1: Εασί | οπάοη (Ιοπαοη: 
Μιαεπηί]α!", 1889).. [Ιαθηςθα µΠας: ΡωβΙίο ΠΏοπιαίῃπ νία ΝΝΙΚΙπιθαϊία «οΠΊΠΊοης - 


οαἰα/ΕἰΙ6:Βοοϊη Πιβρ οἱ ΑΝΠΙεεΠαρθεΙ.]ρς 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (10/43) 
ας τρ... 


ως Εικόνα 41: "«Παγίες Βοοῖΐῃ ϱγ 66ο:ᾳο ΕΓδάθγίς Ναῑῖσ' ϱγ 66ο:ρο ΕΓεάςγίς ΙΛ/αϊῖς - Ναϊίοπαι 
Ρογίϊγαῖϊ (αἱ6ιγ: Νρα 4131ΝΝΠΙΙ6 (οπηπιοης ΡροΙίογ αεεθρῖς ἴμθ εμς5θ οἱ ἴΠίς πιθαία, οη6 ΟΓ 
ΠποΓθ ἵπίγα ραγίίθς Π8νθ Πιαᾶθ εοργΓρῃϊ οἰαίπις αραἰησῖ ΙΛΙΚἰπιθαία (οπηπιοης η ΓΘἰαϊίοη ἴο 
ἴῃθ ννοΓγΚκ {ΓΟΠΙ ννΠἰσῃ ΓΠίς ἰς «οιΓςθα Ο:Γ ἃ ΡΙΓΘΙΥ πιθεηαηίςσα γοργοαιοῖίοη ἴΠθΓθο([. ΤΠἰς Π13Υ 
ρθ αιμθ ἴο γδυορη(τίοη οἱ ἴῃθ '5ννθαῖ οἱ ἴῃθ ΡΓονν’' αοεῖγίηθ, αἰοννίηρ ννοΓίκς ἴο ϱ6 θΙἰΡἰρΙθ {ου 
ργοϊθοϊίοη ΤΠγοιρῃ ςΚΙ| απα ΙαΏοι/, απα ποῖ ριΓΘΙγ ΟΥ ογἱρἰηδ[Ιἴγ ας ἰς ἴῃμθ «αςθ ἱῃ ἴῃα 
υπίϊθα δίαϊςς (ννηςΓθ ἴΠίς νιθρςίϊς ἰς Ποςσίθα). Τη6ς6 εἰαίπ]ς ΠΊ3Υ ΟΓ ΠΊ3Υ ποῖ ϱ6 να[ία ἰη αἱ 
Ιωγὶςαἰεϊίοης.Ας 5µΕῇ, μ5θ οἱ ἴΠίς ἵπιαρε ἱπ ἴῃς ]μγὶςαἰοίίοι οἳ ἴπθ εἰαϊπιαπί ο: οἴμαι εομηῖϊγίθς 
ΠΙΥ ϱ6 ΓΘ6ραΓςθΘά ας οοργΓὶρῃϊ ἱη[γιηραπηιεηϊ. Ρί6ᾶς6 «66 (ΟΠΊΠΙΟης:Λ/Π6η ἵο μςθ ἴῃθ ΡΡ-ΑΓὶ 
ἴαρ {ΟΓ ΠπἹοΓθ ἱη[ογπιαϊίοη.»εθ )56γ:0εοείζθε/νρα |εραί {ηγααῖϊ {οι ΠΙοΓθ ἱη[ογηιαϊίοη.Τηίς 
ἴαρ 4οος ποῖ ἰπαϊσαϊς ἴπθ οοργΓρῃϊ σἰαϊως οἱ ἴμθ αἰίαε[θα ννοΓΚ. Α ΠΟΓΗΊαΙ εοργγὶρῃϊ ἴαρ ἰς 
ς{]]| γοαιἰΓθᾶ. 566 (οπηπιοης:!)αθηςίηρ ΤΟΓ πιοίθ ἱη[ογηιαϊίοη.ΕηΡΙἰςῃ | ΕςραῇοΙ | ΓΓγαηςαϊς | 
Μή8ργα: | Ιἴαιίαπο | Μακεποησκν | ΤάΓκπιεηςε | -Ε/--. Γἰεθηςεά μπας ΡωβΙίο Ώοπιαίῃ νἰ8 
ΜΗΚΙπιεαία (οΠήΠΊοης - 


Πἰίρς://εοήηπιοης.ννκἰπιθαία.οιρ/ννἰκἰ/Εἰδ:(ΠαΓίος Βοοίΐη ὮὈγ «θο:ρθ ΕΓααςΓίς Ἰλαϊϊς.Ι)ρρή 


[πιααία/ΕίΙ6:(µΠαΓίες Βοοΐη ὮΥγ ἄ6ο:ρε ΕΓδασγίς ἸΛαϊϊῖς.Ιρρ 
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Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (11/43) 
--- ου Ἐ--. 


ως Εικόνα 42: 
ηἰῖρς://εοπΊπΊοης.ΝΙκἰπιααία.οΓρ/ννκἰ/ΕΙΙθ:δίαπααγα αἀθνίαϊίοη ΑἰαρΓβΠ ΠΙΟΓΟ.5 
νΕ 

«ωα Εικόνα 43: ΩΙΙρ://ννννν.εεοποπηἰςς.ςοἴοῃ.ας.μΚ/ςἰα[{/αἱαγίε/Είρµγες.Πίπιῆρεα 

ως Εικόνα 44: ,ΡαΓαάς 1894” νοη (αγ ΒδεβΙίηρ - ἀς:ΒΙΙά:ΡαΓ8ά6 1994.1Ρᾳ δι [1]. 
μΙζοηΖἰθγῖ μηῖςθι ασπιθἰη[γαί ἠραι ΙΛΙΚΙπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πἰῖρς://εοπιπιοης.ννΚκἰπιααία.οΓρ/ννκἰ/ΕΙΙ6:ΡαΓαάς 1594.ΙΡ(4Η/πιααἰα/ΕἰΙ6:ΡαΓαας 


1594.1Ρ 


«αἁ Εικόνα 45: ΩΙρ://νννννν.ΘΠΘΓΡΥΟΓΔἱΠΡρΟΟΙ.οοΠι/8Π8ἱγς6.ΠἴΠΙΙ 

«ας Εικόνα 46: Πἱρ://πιρ2.ρεϊιϊαοχίροοκς.οοπι/ρἰ/0691117527/500/500 

«α Εικόνα 47: Ωρ://νννννν.εοπιἰενἰηθ.οοΠη/!πιᾶρες/1300-4551671 

«ας Εικόνα 48: Ωηῖῖρς://Νννννν-03.ἱοπι.οοπι/!Όπι/Πἰςίογγ/αχηἰρἰϊς/αἴτἰε/αἲτίς γοοπι.Πϊπι 
«α Εικόνα 49: ΠΙΙρ://εαΠ4.ςἰαῖίς.ονἰπΊΡ.εοΠΙ/Πι/03Π117/2ννΙαϊηΞ150 

Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών πε 
). Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (12/43) 
--- ου Ἐ-. 


Εικόνα 50: Πιίρ;:// ΜΜ ννν.ργἰςσπιθιΓορθ.ςο.ΗΚ/5οἴνναγθ/νἠπεΠατίὶ ΩΓοίθῬςςἰοΠαΙ|.ΩΗῃ 


Εικόνα 51: ΠΙῖρ://ΝΝνννν.ἀεςείεηςςθ.Παῖ/[ςΠει-2ς.ἱρς 

Εικόνα 52: Πηιῖρς://θη.νκἰρεαία.οΓρ/νἰκἰ/Ζιρί96027ς |ανν 

Εικόνα 53: ΠΙίρ://Νννννν.ροεΓηεΓ.ηθῖ/ΙΌοεΓηε(/2ςδίΞ22διρ8ΡΕΑΞ26 

Εικόνα 54: 'Βιπαεςαγεῃὶν Βία 101-783-0110-12, Νογααίγίκα, Ραη7ε{ ΙΙ, 
ΚΓαΓΙ[8ΠΓΖΘιιϱα" Ὀγ ΒωπάεςαΓεῃίν, Βία 1011-783-0110-12 / Ώδγπει / (ς-ΒΥ-5Α. 
Ιίοθηςθα μΠαθΓ (6 ΒΥ-5Α 3.0 αθ νία ΝΝΚΙπιθαία (οΠΊπιοης - 
ηἰῖρς://οοπΊπιοης.ινἰκἰπιθαία.οιρ/ννἰκἰ/Εἰ6:ΒιπαςςαγεΠὶν Βία 1011-783-0110- 


ο ο ὁ Αα Ά 


12, Νοιγαα[Γγίκα, Ρ4Η7Ζ6/ ΙΙ, ΚΓα[{αηιζειρο.ΙρΡΗ/πιααἰα/ΕἰΙ6:ΒιπαςθςαΓεΠἰν ΒἰΙά 1 
011-783-0110-12, Νοιγααίγίκα, ΡαηζεΓ ΙΙ, Κγα[{[αμιζειβρο.ΙρΡ 

ὦωε Εικόνα 55: 
η τρ:/ ή νννν.οΠΙγΠπιγΏηθα/{Π.εοπι/πιρογίθα/Ιπιαρες/2013/1μἱγ/02 μἱ 2013/Α- 
ραςΚεῖ-ο[-οἱραγεῖίες-300χ450.ἱρρ 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (13/43) 
ας μμ ρὐ -ὐ46 6ὓ 6. -.-. 


«ὰ Εικόνα 56: 
ΠΙτρ://µς.1293γ{ςοπι/ 45Οννπι/Γγαἰησθγρἰεηα|/Γαἰπαγρἱθαηα1012/Ταἰπεγρίαπηα101200 


001/8406198-ιη/[ιπίςηεα- αιϊοπιοβί]ες-ἰη-ᾱ-ςαΓ-ρΙαΠῖ.Ιρς 

«α Εικόνα 57: ηϊϊρς://Κ8-ρείςειις-ρΓαΡΠΙθ.ς53.ΑΠΙΔΖΟΠαΝΝς.«ΟΠΙ/43760304954/ρ46 
509ς{[ςθΘ326ϱ540Ωα8θδίαςΘ6ε/.ρηΡ 

«α Εικόνα 58: ΩΙἱρ://ΌΙορς.Ιβννγείς.οοπι/Νρ-εοπῖεηί/µρἰοαςς/2012/09/! Π1]6ε- 
Ι θαμιιε-ραΐἴει-300.ἱρΡ 


αὲ Εικόνα 59; Πἰίρς://οοΠπΙπΊοης.νΚἰπιθαἰᾶ.ΟΓ ἰ/Εα:ΕἱαςεῖοΓαιζο/ἱ6ρεο2012.9ν 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


(οργγὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 11: Περιήγηση στην 
ἱστορία της Στατιστικής». Έκδοση: 1.0. Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://θεἰαςς.αιμϊη.ςΓ/ςοµ[ςε6ς/Ο(ςΒ5249 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


106 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 
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| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
------ὁἩυ--- 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

. τοΣηµείωμµα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωμµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 
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Τµήµα Μαθηματικών 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2014 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣ ΠΑ 
ος πι ο 2007-2013 
ΕΕ  Γύγομμο ο τη ονόπιωζη 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΗΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΌΥ  εΥρωπαῖκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ (ος) () (ο) 


ΒΥ 9Α 


. μμ Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ενότητα 12: Τα 23 προβλήματατου Ηἰρειί 
(Π. Κουλακίδου) 


Χαρά Χαραλάμπους 
Τµήµα Μαθηματικών 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 
ΕΠΛΙΛΕΙΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΟΥ ΜΑΘΗΣΗ 7 ΕΣΠΑ 
- σπποβσας 20072013 () (ο) 
ΞΞ ΟΡ] παν μα γιο ἵην ονόπτυ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΛΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εΥρωπαῖκο ΙΚΟ ΤΑ σττκνὴ 


ΒΥ 9Α 


ΕυρωπαϊκήΈνωση ΕΙΔΙΚΗ ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗΣ 
Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµεί. 


Μετη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Άδειες Χρήσης 
σσ ω ------ 


ὧε Το παρὀν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
(γθαῖινο (ΟΠΊΠΙΟΗς. 


ὥς Για εκπαιδευτικὀ υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 


ρητώς. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Χρηματοδότηση 
------------ 


ως Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 


ως Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει µόνο την 
αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 


ως Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηµατοδοτείται απὀ την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και απὀ εθνικούς πόρους. 


ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ . 
ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑ ΒΙΟΥ ΜΑΘΗΣΗ -- ΕΣΠΑ 

τρ σι ο 2007-2013 

ΕΙ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΛΙΛΕΙΑΣ ἃ ΒΡΗΣΚΕΥΜΛΤΩΝ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ α ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ  εγΥρωπΑϊκο ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΤΑΜΕΙΟ 


Ε ϊκό Κοινωνικό Ταµεί 
πο με Με τη συγχρηματοδότηση της Ελλάδας καιτης Ευρωπαϊκής Ένωσης 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ς Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Περιεχόμενα Ενότητας 
µἔἼΛΙἾἶὁο. .Ἱ Ἴ{Ἴ{ἄ.Ἴ... 


ως Τα 23 προβλήματατου ΗίροαγΙ. 


4 'ν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Ω Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σκοποί Ενότητας 
σσ -------- 


« Η περιγραφή των 23 προβλημάτων που έθεσε ο Ηἡρογί 
στην αρχή του 20ου αιώνα και που επηρέασαν βαθιά την 
εξέλιξη των μαθηματικών καθώς και μνεία των λύσεων. 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Τα 23 Προβλήματατου Ηἰρεγί 
σσ ----- 


Κουλακίδου Π. 
ἱστορία των Μαθηματικών 
Υπεύθυνη Καθηγήτρια: Χ. Χαραλάμπους 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


ες [59] }4) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Εισαγωγή 
µἔΙΛΙἾἶὔω  .ἹἼ{ἦὤ.ἀἼἄ. 


Γανἰα Ηἱρεγί (1862 Κοηἰρςρειρ- 1943 (αοϊϊϊηρεη). Διδακτορικό το 1885 
υπό την επίβλεψη του Εθιαἰπαπα νοη ΓΙπαάθΠιαπη µε τίτλο “υῤοαι 
[ηναγίαηῖς Εἱρεηςε[αί[ίεη «ρθζἰε|]θι ΟΙΠΓ6ΕΙ ΕΟΓΠΙΕΗ, ἱη5ρεςοπας[θ α6Γ 
Κωρε[{ωπΚΤἰοπεμ”. Έγινε το 18995 καθηγητής στο ο άαδα Απο Ας. 
μεγαλύτερους μαθηματικούς µε συμβολή σε: ο. 

». Άλγεβρα, αναλλοίωώωτοι (1885-1893) 

». Αλγεβρική Θεωρία αριθμών (1893-1898) 
ο Γεωμετρία (1898-1902) 

». Ανάλυση (1902-1912) 

». Μαθηματική Φυσική (1910-1922) “5. ο 

». Θεμµελίωση των Μαθηματικών (1918-1930) Εικόνα 1 

Διάλεξη στο Διεθνές Συνέδριο των Μαθηματικών στο Παρίσιτο 1900, 
όπου και εξέθεσε µία λίστα µε 23 προβλήματα που αφορούσαν πολλούς 
Κλάδουςτων Μαθηματικών. 


ων Αριστοτέλειο 


Νν ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


19 Πρόβλημα: Η υπόθεση του 
συνεχούς (1) 


Δύο σύνολα λέμε ότι έχουν τον ίδιο πληθάριθµο αν μπορούμε να 
φέρουμε σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία τα στοιχεία του ενός 
συνόλου µε αυτάτου άλλου συνόλου. Το ερὠτηµα είναι αν υπάρχει 
κάποιο σύνολο µε πληθάριθµο (αυστηρά) µεγαλύτερο απότου Ν, 
δηλαδή ἂρ και (αυστηρά) μικρότερο απότου [, δηλαδή 259, ταν 
γνωστό ότι 25ο  ἂρ αλλά όχι αν υπάρχει ενδιάµεσος πληθάριθµος.Ο 
(αηῖοι (1945-1918) έθεσε πρὠτος αυτή την ερὠτηση και προσπάθησε 
για πολλά χρόνια να την αποδείξει χωρίς επιτυχία. Η απάντηση ήρθε 
απὀ δύο πλευρές. Το 1940 ο Κωγῖ αοάα6Ι (1906-1978) απέδειξε ότι η 
υπόθεση του συνεχούς δεν µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι λανθασμένη 
απὀ τη θεωρία συνόλων των ΖΕ των ΖΘΓΠΙΘΙΟ-ΕΓ86ηΚΕΙ ακόµη κι αν 
συμπεριλάβουμε στη θεωρία το αξίωμα της επιλογής ΖΕ5. 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


19 Πρόβλημα: Η υπόθεση του 
συνεχούς (2) 


Το 1963 ο Ραι| (οµμεη (1934-2007) έδειξε ότι η υπόθεση του συνεχούς δε 
µπορεί να αποδειχθεί στη θεωρία ΖΕ6 και βραβεύτηκε γιαυτό µετο 
βραβείο Εἰεἰάς. Τα δύο αποτελέσµατα συνεπάγονται ότι η υπόθεση του 
συνεχούς δε µπορεί να αποδειχθεί ούτε σωστή ούτε λανθασμένη στα 
πλαίσια της θεωρίας ΖΕ6. Σημειώνουμε ότι τα αποτελέσµατα βασίζονται 
στην υπόθεση ότι τα αξιώματα ΖεΓπιε|ο-ξΓαεηΚ6Ι είναι συνεπή, δηλαδή 
ότι δεν οδηγούν σε αντιφάσεις. 


{, 


Εικόνα 2 Εικόνα 3 Εικόνα 4 


νὰ Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


205 Πρόβλημα: Η συνέπεια των 
αριθμητικών αξιωμάτων (1) 


Το δεύτερο πρόβλημα είναι και αυτό στα πλαίσια της θεωρίας συνόλων. 
Το ερὠτημα που τέθηκε είναι αν κάποια από τα αξιώματα της 
αριθµητικής του Ρ6απο προκύπτουν από άλλα. Ο ΗΙροεγί ζήτησε να 
αποδειχθεί ότι τα αξιώματα δεν είναι αντιφατικά, δηλαδή σε 
πεπερασμένο πλήθος λογικὠν βημάτων να µη µπορεί να οδηγηθεί 
κανείς σε αντίφαση υποθέτοντας κάποια από τα αξιώματα. Σε «δυνατά» 
μαθηματικά συστήµατα, όπως αυτό των Ζ6ΓΠΙΕΙΟ-ΕΓαΘΗηΚΕΙ η ερώτηση 
απαντάται θετικά, πράγµα που δε δίνει όµως λύση στο ερὠτηµατου 
ΗΙρεγί καθώς αναφέρεται σε εσωτερικές αντιφάσεις του συστήµατος. 
Το πρόβλημα δε θεωρείται ότι έχει λυθεί πλήρως, ὠστόσο οι πιο γενικά 
αποδεκτές απαντήσεις στο ζήτημα προέρχονται απότους αοαε6 και 
(«θδηϊίζθη. Ο αοάε µετο δεύτερο θεώρηµα της µη πληρότητας έδειξε το 
1931 ότι δε µπορεί να υπάρχει απόδειξη για την συνέπεια της Ρ6απο 
αριθµητικής µέσα στο ίδιο το σύστηµα των αξιωμάτων του Ρθαπο. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


205 Πρόβλημα: Η συνέπεια των 
αριθμητικών αξιωμάτων (2) 


Από την άλλη, ο ἄσεΓΏαΓα αθηϊζεη (1909-1945) δηµοσίευσετο 1936 µία 
απόδειξη για τη συνέπεια της Ρ6απο αριθµητικής. Το αποτέλεσµατου λέει πως 
η απόδειξη της συνέπειας µπορεί να είναι δυνατή σε ένα σύστημα που είναι 
πολύ πιο αδύναμο απὀ τη θεωρία συνόλων. Ο αεηῖζεῃ όρισε για κάθε 
(διαφορετική) απόδειξη της Ρεαπο αριθµητικής ένα διατακτικό αριθµό 
ανάλογα µετη δοµή της απὀδειξης µε κάθε διατακτικό να είναι μικρότερος 


του ερ ωὀ” - 5Ἡρίω, ωῶ ωώ”., αι όπου ω ο μικρότερος άπειρος 
διατακτικός. Έπειτα, µε υπερπεπερασµένη επαγωγή πάνω σε αυτούςτους 
διατακτικούς (γενίκευση της γνωστής επαγωγής των Φυσικών αριθμών) 
κατάληξε στο συμπέρασμα ότι καµία απόδειξη δε µπορεί να οδηγήσει σε 
αντίφαση. Έτσι, σύµφωνα µετο αεηῖζεη µία θεωρία δε µπορεί να αποδείξει 
τη συνέπεια µιας άλλης θεωρίας που έχει µεγάλύτερο διατακτικὀ στις 
αποδείξεις της. Ακόμα και σήµερα οι μαθηματικοί δεν έχουν καταλήξει σε µία 
κοινά αποδεκτή λύση του προβλήματος. 


ων Αριστοτέλειο Ιστορία των Μαθηματικών ος 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ρω Αριστοτέλειο 


5ο Πρόβλημα: Υπόθεση του ΒΙΘΠΙ8ΠΗ και 
ἀλλα προβλήματατης Θεωρίας Αριθµων (1) 


Το πρόβλημα αυτό είναι ίσως το πιο γνωστό από τη λίστα και παραμένει 
μέχρι και σήµερα άλυτο. Ένα ερὠτημα του είναι αν αληθεύει η υπόθεση 
του 46Ο/Ρ Ε. Β. ΒΙΘΠΊΔΠΗ (1826-1866), δηλαδή αν το πραγµατικό µέρος 
των µη τετριµµένων ριζὠν της συνάρτησης 


ο, .. ᾱ 
9, πο 1 ἳ 2 ἳ 3ς 


. ’ 1 / . / , 
του ΒἰΙΘΠΊ4ΠΗ εἶναι 5 Η υπόθεση του ΒἰΘ6Πι8Πη αν λυθεί θα δώσει 
απαντήσεις στο πρόβλημα της κατανομής των πρὠτων αριθμών, γιαυτό 
και θεωρείται απὀ τα πιο σηµαντικά ερωτήματα στην ιστορία των 


Μαθηματικών. άω 
. λ. 


Εικόνα 5 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
Α) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


8 Πρόβλημα: Υπόθεση του ΒἰΘΠΙ8ΠΗ και 
ἀλλα προβλήµατα της Θεωρίας Αριθµώων (2) 
σσ---ὁὗο---ἵ-ἵ-- 


Τα άλλα ερωτήµατα που συμπεριέλαΡρε ο Ηἰρεγί είναι η εικασία του 
(οἰάβραςεῃ, δηλαδή ότι κάθε ακέραιος µεγαλύτεροςτου 2 µπορεί να 
γραφεί ὡς άθροισµα δύο πρὠτων και η εικασία των διδύμων πρὠτων 
αριθμών, δηλαδή ότι υπάρχουν άπειροι δίδυμοι πρὠτοι. Έχουν γίνει 
πολλές προσπάθειες για την απόδειξη τους και έχουν χρησιµοποιηθεί 
μέχρι και ηλεκτρονικοί υπολογιστές µήπως και βρεθούν 
αντιπαραδείγµατα αλλά δεν έχει δοθεί η απάντηση µέχρι και σήµερα. 


Εικόνα 6 
2 ν νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 13 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


99 Πρόβλημα: Γενίκευση του νόµου 
αντιστροφής για οποιοδήποτε αλγεβρικό 


σώμα αριθμών (ά 


Στα τέλη του 1800 αιώνα ο (αιιςς είχε αποδείξει το νόμο τετραγωνικής 


ρ--1α--1 
αντιστροφής που αναφερόταν σε ακεραίους: (2) (6) Ξ-(-1)2 2. 
Υπενθυµίζουµε ότιτο σύµβολοτου Ι6ραπα[ς ορίζεται ως: 
. 1 αν ατετραγωνικό υπόλοιπο πιοάι]ο ῥ καια Ξ 0(πιοάρ) 
Ὀ -«--1 αν α δεν ειναι τετραγωνικό υπόλοιπο ππιοσαιι]ο {Ώ 
ἵ 0 αν αΞ 0Ο(πιοᾶρ) 


Ο ΗΙρεγῖί ζήτησε απὀ τη μαθηματική κοινότητα 
να γενικεύσει αυτό το νόµο στην περίπτωση 
που δουλεύουμε σε τυχαίο αλγεβρικό σώμα 
αριθμών, δηλαδή πεπερασμένη (5αλγεβρική) 
επέκταση του ϐ. Το πρόβλημα λύθηκε εν 
µέρει από τον ΕππΙ! Αγίη (1898-1962) σε σειρά : 
δημοσιεύσεων (1924, 1927, 1930) Εικόνα 7 


Αριστοτέλειο 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 
|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


14 


ρω Αριστοτέλειο 


105 Πρόβλημα: Επίλυση διοφαντικής 
εξίσωσης 


Μία διοφαντική εξίσωση είναι µία πολυωνυμµική εξίσωση για την οποία 
μας ενδιαφέρουν µόνο οι ακέραιες λύσεις. Η πιο διάσηµη ίσως 
διοφαντική εξίσωση είναιη κ” γή Ξ Ζ7,ηοποίαγιατιΞ 2 έχειως 
λύση τις πυθαγόρειες τριάδες, ενώ για Ίι ακέραιο µεγαλύτεροτου 2 δεν 
έχει καμία ακέραια λύση. Οι διοφαντικές εξισώσεις γενικά είναι πολύ 
δύσκολο να λυθούν. Το ερὠτημα που έθεσε ο Ηἰρεγί είναι αν µας δοθεί 
µια διοφαντική εξίσωση µε οποιοδήποτε πλήθος μεταβλητών αν 
μπορούμε να βρούμε ένα αλγόριθµο-διαδικασία που να προσδιορίζει σε 
πεπερασμένο πλήθος βήματα εάν η εξίσωση έχει λύση. Ένα σηµαντκόὀ 
βήμα για να δοθεί η απάντηση έγινετο 1936 απότους («ΠιΓεῇῃ και ΤωΓίΠΡ, 
οι οποίοι έβαλαν τα θεμέλια της θεωρίας αλγορίθμων. Η οριστική 
απάντηση δόθηκετο 1970 απὀτον Υωγί Μαϊϊγαςενίϊςεη ο οποίος 
βασιζόμενος στο έργοτων Μαγίϊη Ὀανίς, μία πορίηςοη και Ηίίαιγ Ριωῖπαπη 
απέδειξε ότι είναι αδύνατη η κατασκευή ενός τέτοιου αλγορίθμου. 

Ιστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


1895 Πρόβλημα: Τρία προβλήµατα 
Τοπολογίας και Γεωμετρίας (1) 


«« Υπάρχουν µόνο πεπερασμµένου πλήθους διαφορετικές «ραςθ ΡΓοιρς. 


Δηλαδή υποομάδες της ομάδας των ισομετριώντου ΕΚ; µε συμπαγή 
Γιποαπιεηίαἱ αοηιαἰπ (δοθέντος τοπολογικού χώρου και ομάδας που 
ὅρα πάνωτου, οι εικόνες ενός σημείου µέσω της δράσης 
σχηματίζουν τροχιά. Εωπααπιεηῖα| ἀοηπιαίη είναι ένα υποσύνολοτου 
χώρου που περιέχει ακριβώς ένα σηµείο απὀ κάθε µία απότις 
τροχιές-γεωµετρική αναπαράσταση ενὀς συνόλου αντιπροσώπων 
των τροχιών). ΟΙ. Βἰ6ΩΏΕ6ΙΡΔΕΠ έδωσε θετική απάντηση στο ερὠτηµα 
το 1910. 


ἱστορία των Μαθηματικών 


Ἰ) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


1895 Πρόβλημα: Τρία προβλήµατα 
Τοπολογίας και Γεωμετρίας (2) 


«ας Το δεύτερο µέροςτου προβλήματος ρωτά αν υπάρχει πολύεδροπου 
καλύπτειτον [ὸ αλλά δεν είναι {απααπιεηίαἱ γθρίοη Καµίας «ρᾶςθ 
ργοιρ. Ο Κατι Βαἰπμαιγαῖϊ βρήκε πρὠτοςτο 1928 ένα παράδειγµα 
τέτοιου πολυέδρου. Ο ΗΙρεγί έθεσε το ερὠτημα για τις τρεις 
διαστάσεις πιστεύοντας ότι αυτό είναι αδύνατο στις δύο διαστάσεις, 
κάτι που αποδείχθηκε ότι δεν ισχύει απὀ τον Ηεςεῃτο 1935. 


ἱστορία των Μαθηματικών 
) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Οεσσαλονίκης 


ων Αριστοτέλειο 


1895 Πρόβλημα: Τρία προβλήµατα 
Τοπολογίας και Γεωμετρίας (3) 


Ποια είναι η πιο πυκνή διάταξη µη επικαλυπτόµενων σφαιρών (και άλλων 
σχημάτων) στο χώρο; Το ερὠτηµα προέρχεται απὀ µία παλιά εικασία του 
Καρἰει που λέει ότι καµία διάταξη ισοµεγέθων σφαιρών δε µπορεί να κάνει 
τις σφαίρες να καταλαμβάνουν περισσότερο απὀ 74θ6του χώρου. Ο ΤΠῃοηπιας 
(αἱἰςί6ι Ηα[ες το 1998 κατέληξε σε αυτό το συμπέρασμα µετη χρήση 
ηλεκτρονικού υπολογιστή (κάτι που δεν θεωρείται αυστηρή απόδειξη) 


Σα 


Ν ἱστορία των Μαθηματικών 18 
3) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


200 Πρόβλημα: Προβλήματα 


οριακών τιμών 
-------------- 


Στις αρχές του 209ὺὐ αιώνα τα προβλήματα οριακών τιµών (διαφορικές 
εξισώσεις µε αρχικές συνθήκες) µόλις είχαν αρχίσει να μελετώνται 
συστηματικά. Η δουλειά που έγινε µέσα στον προηγούμενο αιώνα για 
τη µελέτη τέτοιων προβλημάτων και την ταξινόµηση των διαφορικὠν 
εξισώσεων ήταν τεράστια και σε πολύ µεγάλο βαθµό απαντήθηκετο 
ερὠτηµα αν έχουν όλα τα προβλήματα οριακώὠν τιµών λύση. 
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ἱστορία των Μαθηματικών 19 
Τµήµα Μαθηματικών 


Ηἡρογί (1) 
..---....... 


Ο ΗΙρεγί µετη διορατικότητα του µπόρεσε και έθεσε σηµαντικά 
ερωτήματα που απασχόλησαν γενιές μαθηματικών. Τα προβλήματά του 
έδωσαν τροφή για σκέψη και ὠθησαν τη μαθηματική έρευνα για ένα 
ολόκληρο αιώνα. Ακόμη και σήµερα οι μαθηματικοί προσπαθούν να 
απαντήσουν σε κάποια απὀ αυτά, πράγµα που δείχνει πόσο σηµαντική 
ιστορικά ήταν η ομιλία του Ηἡρεγί για τα Μαθηματικά και πως είναι πολύ 
βασικό να θέτονται σωστά προβλήµατα για την ανάπτυξη της επιστήμης. 


Εικόνα ὃ Εικόνα 9 


ἱστορία των Μαθηματικών 20 
Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 


Εικόνα 10 


Ηἡρογί (2) 


ἱστορία των Μαθηματικών 
Τµήµα Μαθηματικών 


Εικόνα 11 


21 


ων Αριστοτέλειο 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/4) 
---υ-υ---υυὉϱἘ-. 


Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες 

«ωε Εικόνα 1: “Βανία Ηἱ]ρογί 1886” νοη Βοἱ ἀἰεςει Παἴϊσθί {θηί6εη Αηραρεη 
ΖΙΙΠΙ ΑμΙΟΙ. - ΠΙϊρ://νννννν-Πἰςϊοιγ.Πιςς.ςἰ-αΠαίθννς.ας.μΙΚ/Πἰςῖοιγ/Ρἱοϊ 
ΠἱςρΙαγ/ΗΙΙοεγῖ.ΠϊπιΙΟγὶρίηαΙΙγ αρἰοααάεα ἴο ἀθ.ινἰκἱρααία ΟΥ Κα 
16:48, 16. ΟΚ 2004. αιζεηζἰεγί μηῖςι Ριβ|ἱο ἀοπιαΐη ἴρει ΜΝΙκΙπιθαία 
(ο/ήπιοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.ορ/ινἰΚΙ/ΕΙΙ6:Ώανία ΗίΙρετί 1886.ἱρρΗπια 
αἰανίδνναι/Εί[6:Πανία Ηίοετί 18586.ἱρΡ 

ὧωα Εικόνα 2: "ἄθο:ρ (απίοιΖ" ΟΥ ὑπκποννπ -ΠΙΙρ://1120επῖ.ἵμπιρ]γοοπι/ 
ροςί/3622180726/Ρ6οΟΓΡ-08ΠΙΟΓ-Ρ6ΓΠΙΔΗ-ΠιαϊΠεπιαϊἰοἶβ-αΙΠα- 
ΡρΠῄοςορῄεΓ. [Ιεθηςθα μπας Ρωβ[ίο ἀοπιαἰη νία ΝΝκΙπιθεαία (οΠήπιοης 
Πιίρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.ορ/ιΝἰΚΙ/ΕΙΙ6:σ6ο:ς (απίοΓ2.ΙρρΗπιεαίανί 


ΕννεΓ/ΕἰΙ6:66ο:Ρ (αΠΙοΓ2.ΙΡΡ 
κκ ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (2/4) 
--- ου. 


«α Εικόνα 3: "Κυγὶ ρδάαΙ’. νία ΙΝΙκἰρααία - 
ηιϊρ://6π.ννἰκιρεαία.οιρ/ννκἰ/ΕἰΙ6:Κιωγῖ ϱ9ος396Β6οεἰ.ΙραΗπιεαίανίενν6ι 
/Εηα:Κωγί σοος3ο0βθόεΙ.Ιρρ 


ὧωα Εικόνα 4: Ραυ| (οµοη, Ωἳῖρ://Νννννν.ρἱος.γεριΩ/ἱοο[πιαϊη.οΟΙΠΙ/ΛΝΡ- 
εοπῖεηϊ/ωρἰοαας/2011/05/6οΟΠεΠ.ἱρς 


«α Εικόνα 5: "ἄθοιρ ΕΓἰ6άΓίοεΗ ΒεγημαΓά Βἰθαπιαηπ" ΟΥ Τηίς Π6 ἰς |αεΚίπρ 
8ΙἴΠΟΓ ἱη[ογπιαϊίοη. - 
Πιίρ://νννν.ςἰ|.σἰ.δθαιι/αἰρίίαἰςοἱἱ6δοῖίοις/ηςῖ/ςεἰεηῖἰ[ίς- 
ἱασητίτγ/6χρἰοΓ6.Ωἴπι ἀεοοΓαἰηρ ἵο ἴρΠθ (6ΓΠΊ8Η ΝΚἰρεαία.. [Ιοθηςεά 
μΠαει Ριβ/ίο ἀοπιαίηπ νία ΜΛΙΚἰπιθαία (οπΊπΊοης - 
Πιϊρ://οοπιπιοης.ιν/κἰπιεαία.οΓρ/ννἰΚκἰ/ΕΙΙ6:σ6ορ ΕΓἰδααάγίοη Βαγη[αΓα 
Βἰθπιαηη.]ρερΗπιεαίἰανίθννει/ΕἰΙ6:α6οιςϱ ΕγἰθαΓἰοεη Β6αγηῄαγά Βἰθ6Πι8η 


η.Ιρερ 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


4) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (3/48) 
ο... ϱ---... 


ὧωα Εικόνα 6: (Πηϊὶςίίαπ ἄοἰάραςμ , ΩΙῖρ://ΝΝνννν.ννίγθα.εοπι/ρθαεΚκάαα/ννρ- 
εοπῖεηϊ/ωρἰοαας/2012/11/ΡοΙάραεῄῃ.Ιρϱ 

«ας Εικόνα 7: "ΕπιΑγϊιίη" ΟΥ ΚοηΓαά /αςοῦς, ΕΓΙ8ηΡεη - ΜαϊΠεπιαϊίσεῃες 
Εο:ςεπιηρςσίἰηςιιτωῖ ΟΡθ/ννοΙίαςῃ, 
Πιϊρ://οννραῦ.πι{ο.αε/αεϊα[2ρΠοῖοΙιῦΞ116. ΓΙο8θηςεα μΠάεΓ (Γθαῖϊίνθ 
(ζοπΊπΊοης ΑΙἰγουἴίοη-»δΠαΓθ ΑΙίΚκε 2.0-6 νία ΜΝΙΚἰπιθαία 
(6οπιπιοηςη!ῖρ://εοπιπιοης.ννἰκἰπιααία.οΓρ/ννἰκἰ/ΕίΙ6:ΕπιίΑγτίη.]ρρσήπια 
αἰανίθνναι/ΕίΙ6:Επτί]Αγτίη.]ρρ 

«ας Εικόνα 8: “Ώανίά ΗΙρετῖ νογί6εςσυηρ 1932” νοη ΙΠΚΠΟΝΝΗ, 
(οργτίρηϊ:ΜΕΟ-ΤΠο ΟΡογννο/ίαςεῃ ΡΠοῖο (οἱἱ6εῖίοη, 
ρποῖο ἰΞ17004.ιΙζεηζὶθγῖ μηῖςι (Γθαῖϊνθ (οπιπιοης Αἰϊγίοιϊίοη- 
5ΠΑΓΘΑΙἰΚ6 3.0-2.5-2.0-1.0 ἄρει ΑΛ κΙπιθαία (οππιοης 
Πιίρ://εοπΊπιοης.ν{κἰπιααἰα.οις/ννἰκἰ/ΕΙΙ6:Πανία ΗϊΙοεγίῖ Μογίαεςσµπρ 1 


932 ἱρροηπιθαίανίαεννθι/Εί]α:Πανία Ηϊρετίι Ννογἱεσιηρ 1932.] 
πως νι Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 
3) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Οεσσαλονίκης 


Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (4/4) 
---υ-υ-υ----υυοοἘ--. 


ωςε Εικόνα 9: Εικόνα 1. 


«ως Εικόνα 10: "Ηϊήροεγϊ". [Ιεθηςθα μπάθι ΡιβΙίο αοπιαϊη νία ΙΛ ΙΚἰπιθαίἰα 
(οΠΊΠποης - 
Πηιϊρ://οοπιπιοης.ννἰκἰπιεαία.οιρ/ινἰκἰ/ΕἰΙα:ΗΙΠρεγῖ.ΙρσΗπιεαίἰανίενναι/ΕἰΙ 
α:Ηίρεγι.]ρϱ 


«ας Εικόνα 11: "Ηήρογίιαγαβ" Ὀγ ΚαςςαπάΓο - Όννη ννοΓΚκ. ΙΙεθηςθα εΠαθ: 
(γθαῖίνθ (οπΊπΊοης ΑἰϊγοιΤίοη-5ΠαΓ6 Αἰίκε 3.0 νία ΝΝκΙπιεαία 
(οΠήπιοης - 
Πιϊρ://εοπιπιοης.νν{κἰπιααἰα.οιρ/ννἰκΙ/ΕίΙ6:Ηίοεγί(αΓαΡ.]ρρΗπιεαίἰανίενν 
αι/ΕἰΙ6:ΗΠρεγί(αγαῦ.]ρς 


Ὃν. Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήμιο Τµήµα Μαθηματικών 
7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αναφοράς 
σσ ω ----- 


«ωε (οργηὶρηϊ Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης, Χαρά 
Χαραλάμπους. «Ιστορία των Μαθηματικών. Ενότητα 12: Τα 23 


προβλήματατου Ηἰρεγί (Π. Κουλακίδου)». Έκδοση: 1.0. 
Θεσσαλονίκη 2014. 


Διαθέσιμο απὀ τη δικτυακή διεύθυνση: 


ΩΙ{ρ://Θεἰαςς.αμϊη.ςΓ/ςοµ[ςα6ς/Ο(ςΒ5249 


Ὃν Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


|) Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 


7. Θεσσαλονίκης 


Σημείωμα Αδειοδότησης 
ο ------- 


Το παρόν υλικό διατίθεται µετους όρους της άδειας χρήσης (Γθαῖίνςθ «οπΊπΊοης 
Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. 
Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. Φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.Π., τα 
οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µετους όρους 
χρήσηςτους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 


Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 
χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 


[1] πιῖρ://εγθαϊἰνθεοΠιΠιοης.ΟΓΡ//ἱοθηςθς/Ώγ-ςα/4.0 


Αριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


| Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


Διατήρηση Σημειωμάτων 
..---ᾱ---..------ 


Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 
συμπεριλαμβάνει: 

.  τοΣηµείωμα Αναφοράς 

. τοΣηµείωμα Αδειοδότησης 

. τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

. τοΣηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 
μαζί µετους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 


:. Ἀριστοτέλειο ἱστορία των Μαθηματικών 


Πανεπιστήµιο Τµήµα Μαθηματικών 
Θεσσαλονίκης 


ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΕΙΟ ΑΝΟΙΧΤΑ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΚΑΔΗΜΑΙΚΑ 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΑ 


Τέλος Ενότητας 


Επεξεργασία: Αναστασία Γ. Γρηγοριάδου 
Θεσσαλονίκη, Εαρινό εξάµηνο 2013-2014 
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